








Doc. dr. sc. Maja Starcˇevic´
Zagreb, rujan, 2018.













1 Vjerojatnost i statistika u osnovnoj sˇkoli 3
1.1 Vjerojatnost i statistika u nizˇim razredima . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.1.1 Piktogrami . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.1.2 Program MS Excel u nizˇim razredima . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.1.3 Dodatni prijedlozi korisˇtenja tehnologije . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2 Vjerojatnost i statistika u visˇim razredima . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2.1 Micro Bit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2.2 Proracˇunske tablice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2 Vjerojatnost i statistika u srednjoj sˇkoli 29
2.1 Statistika u medijima - veza s nastavom matematike . . . . . . . . . . . . 30
2.1.1 Razumijevanje srednjih vrijednosti . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.1.2 Manipulacija prikazom podataka . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.2 Linearna veza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.3 Svijet u brojevima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.4 Program TinkerPlots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.5 Sustavne liste u programu MS Excel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.6 Galtonova daska . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.6.1 Galtonova daska - uvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.6.2 Simulacija Galtonove daske - Plinko probability . . . . . . . . . . 49




U ovom radu navest c´emo primjere racˇunalnih programa koje mozˇemo iskoristiti kako
bismo osuvremenili nastavu vjerojatnosti i statistike u osnovnim i srednjim sˇkolama. Pri-
kazat c´emo primjere korisˇtenja programa Paint, MS Excel, Geogebre i uredaja Micro Bit.
U prvom poglavlju navest c´emo ishode ucˇenja koji su navedeni u Nacionalnom okvirnom
kurikulumu, opisani konceptom ”Podaci” za ucˇenike osnovnih sˇkola u nastavi matematike.
Zatim c´emo opisati neke ucˇenicˇke aktivnosti vezane uz vjerojatnost i statistiku. Opisat
c´emo nacˇine na koje ucˇenici mogu koristiti racˇunala u radu i nacˇine na koje nastavnici
mogu izraditi materijale ili provesti aktivnost koristec´i navedene programe. U drugom
c´emo poglavlju na isti nacˇin navesti primjere za srednju sˇkolu.
Moguc´nosti primjene racˇunala u nastavi vjerojatnosti i statistike mozˇemo podijeliti na:
• Racˇunala kao izvor podataka: skupove podataka za analizu mozˇemo preuzeti s in-
terneta, a raznim simulatorima ili programima mozˇemo simulirati slucˇajan odabir i
druge pokuse;
• Racˇunala kao baze podataka: podaci se mogu prikupljati i organizirati koristec´i
proracˇunske tablice s moguc´nosˇc´u suradnicˇkog prikupljanja podataka (online servisi
za pohranu podataka);
• Racˇunala kao alati za obradu i prikaz podataka: za analizu podataka i graficˇki prikaz
analize mogu se koristiti proracˇunske tablice i drugi alati za obradu i prikaz podataka;
• Racˇunala kao alati za komunikaciju: suradnicˇkim ucˇenjem kroz online servise za
pohranu podataka ucˇenici zajednicˇki prikupljaju podatke, analiziraju ih te dijele re-
zultate.
U radu c´emo navesti neke prikladne primjene racˇunala u svaku od navedenih svrha.
Vjerojatnost i statistika bitne su matematicˇke cjeline za ucˇenike svih dobi jer su primjenjive
i korisˇtene u svakodnevnom zˇivotu, znanostima, poduzetnisˇtvu itd. Poducˇavanje vjerojat-
nosti i statistike u nastavi matematike moguc´e je korelirati ili cˇak integrirati s temama iz
mnogih drugih nastavnih predmeta, te tako obogatiti nastavu matematike. S obzirom na
cˇinjenicu da se trenutno u Republici Hrvatskoj kroz visˇe projekata i sˇkolske reforme radi
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na osuvremenjivanju nastave koristec´i informacijsko-komunikacijsku tehnologiju, navest
c´emo nekoliko konkretnih primjera korisˇtenja tehnologije u nastavi.
Poglavlje 1
Vjerojatnost i statistika u osnovnoj sˇkoli
Za ucˇenike osnovne sˇkole Nacionalnim okvirnim kurikulumom ([1]) opisani su sljedec´i
ishodi vezani za nastavu vjerojatnosti i statistike konceptom Podaci:
Ucˇenici c´e (prvi ciklus - ucˇenici 1.-4. razreda osnovne sˇkole):
• prikupiti, razvrstati i organizirati podatke koji proizlaze iz svakodnevnoga zˇivota
te ih prikazati jednostavnim tablicama, piktogramima (slikovnim dijagramima) i
stupcˇastim dijagramima;
• procˇitati i protumacˇiti podatke prikazane jednostavnim tablicama, piktogramima i
stupcˇastim dijagramima;
• prebrojiti razlicˇite ishode u jednostavnim situacijama rabec´i stvarne materijale i di-
jagrame;
• primjenjivati osnovni jezik vjerojatnosti (ishod, moguc´, nemoguc´, siguran, slucˇajan,
vjerojatan, pravedna igra, nepravedna igra i slicˇno);
• usporediti vjerojatnosti ishoda (manje vjerojatan, jednako vjerojatan, vjerojatniji).
Ucˇenici c´e (drugi ciklus - ucˇenici 5. i 6. razreda osnovne sˇkole):
• prikupiti, razvrstati i organizirati podatke te ih na prikladan nacˇin prikazati tablicom,
tablicom frekvencija, piktogramom, stupcˇastim i kruzˇnim dijagramom te sustavnom
listom;
• procˇitati i protumacˇiti podatke prikazane tablicama, slikama, listama te razlicˇitim
grafovima i dijagramima;
• odrediti i primijeniti aritmeticˇku sredinu, raspon i medijan niza numericˇkih podataka;
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• odrediti broj svih moguc´ih i, za dani dogadaj, povoljnih ishoda u jednostavnim situ-
acijama;
• primjenjivati jezik vjerojatnosti (ishod, dogadaj, suprotan dogadaj, slucˇajni pokus,
moguc´, nemoguc´, siguran, slucˇajan, nasumicˇan, vjerojatan, sˇansa, vjerojatnost i dr.);
• procijeniti i izracˇunati vjerojatnost dogadaja u jednostavnim situacijama te ju prika-
zati u obliku razlomka, decimalnoga broja i postotka.
Ucˇenici c´e (trec´i ciklus - ucˇenici 7. i 8. razreda osnovne sˇkole):
• prikupiti, klasificirati i organizirati podatke te ih na prikladan nacˇin, pomoc´u racˇunala
i bez njega, prikazati sustavnom listom, tablicom, tablicom frekvencija, linijskim,
stupcˇastim i kruzˇnim dijagramom, grafikonom, ”brkatom kutijom“ (”box and whi-
skers” dijagram) i grafom;
• procˇitati, tumacˇiti i analizirati podatke prikazane na razlicˇite nacˇine;
• odrediti i primijeniti frekvenciju i relativnu frekvenciju za dane podatke te arit-
meticˇku sredinu, medijan, kvartile, mod, raspon i interkvartilni raspon niza numericˇkih
podataka;
• argumentirano i ucˇinkovito odrediti broj moguc´ih i povoljnih ishoda u jednostavnim
situacijama i izracˇunati vjerojatnost;
• procijeniti vjerojatnost konkretnog slucˇajnog dogadaja tumacˇec´i ju kao relativnu
frekvenciju.
1.1 Vjerojatnost i statistika u nizˇim razredima
1.1.1 Piktogrami
Statistika se u matematici detaljno i formalno obraduje krajem srednjosˇkolskog obrazo-
vanja. U osnovnosˇkolskom obrazovanju, kroz nekoliko se nastavnih jedinica formalno
obraduju teme analize podataka te izrade dijagrama i racˇunanja srednjih vrijednosti za
neki skup podataka, pocˇevsˇi od 7. razreda osnovne sˇkole. Piktogrami ili slikovni dijagrami
uvode se u nastavu u nizˇim razredima osnovne sˇkole. Piktogram je dijagram kojim prikazu-
jemo frekvencije odredenih obiljezˇja za skup podataka koristec´i slicˇice ili simbole. Svako
pojavljivanje slicˇice ili simbola u tablici predstavlja jedno ili visˇe pojavljivanja odredenog
obiljezˇja, sˇto unaprijed odredujemo kljucˇem piktograma.
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Piktogrami su primjereni za rad s djecom vec´ od prvog razreda osnovne sˇkole. Koristec´i
piktograme za prikaz podataka poticˇe se ucˇenike na organizaciju i prikaz podataka na smis-
len nacˇin te razumijevanje i tumacˇenje istih. Stvaranje i tumacˇenje piktograma poticˇe pro-
porcionalno rasudivanje i prije formalnog uvodenja pojma proporcionalnosti. U drugom
ciklusu prema Nacionalnom okvirnom kurikulumu obraduje se tema razlomka kao prikaza
dijela cjeline, dok se u radu s piktogramima uvodi slikovni prikaz dijela cjeline. Piktogrami
se s ucˇenicima mogu izradivati rucˇno, no mogu se izradivati i primjenom tehnologije.
Proporcionalno rasudivanje i koncept prikaza razlomaka kao dijelova cjeline predstavljaju
problem nekim ucˇenicima te se cˇesto dogada da je nastava fokusirana na proceduralno
znanje vezano uz ove teme (vjesˇtinu rjesˇavanja odredenih tipova zadataka te racˇun s raz-
lomcima). U smislu vertikale matematicˇkog obrazovanja, kroz nekoliko primjera sa stvara-
njem i interpretiranjem piktograma, vidjet c´emo kako se analiza podataka, proporcionalno
rasudivanje i prikaz dijela cjeline mogu uvesti u rad s ucˇenicima nizˇih razreda.
Analiza podataka uvodi se prikazom nekog problema ili pitanja te prikupljanjem i analizom
podataka u svrhu pronalazˇenja rjesˇenja ili odgovora na to pitanje. Kako bi kasnije produb-
ljivali znanje i vjesˇtine analize, ucˇenici s vremenom trebaju usvojiti vokabular i razumjeti
pojmove za sudjelovanje u raspravi i radu na zadacima i problemima navedenog podrucˇja.
Ucˇenici se upoznaju sa sljedec´im pojmovima i postupcima: prebrojiti, sortirati, grupirati,
glasati, skup, lista, tablica, slikovni (graficˇki) prikaz, oznake, piktogram, kljucˇ, ucˇestalost
(frekvencija), anketa, upitnik, grafikon, najvec´a i najmanja vrijednost.
U radu s ucˇenicima nizˇih razreda primijetila sam da rado koriste crtanje i racˇunala u
rjesˇavanju zadataka. Ucˇitelji c´e cˇesto zaboraviti koliko je jednostavno motivirati ucˇenike
igrom, te koliko igra (u sljedec´im primjerima u programu Paint) izaziva veselje te time i
pospjesˇuje pamc´enje. Nebrojeno se puta spominje kako pozitivan osjec´aj koji djeca imaju
tijekom nastave pospjesˇuje pamc´enje nekog postupka.
Prema [14], tehnologija mozˇe pospjesˇiti fokus na matematicˇke aspekte zadatka te razumije-
vanje materije. Kada se ucˇenicima zadaju zadaci s crtanjem i prikazom podataka, mozˇe se
dogoditi da se koncentriraju na crtanje, lijepljenje i rezanje sˇto oduzima vrijeme i nije ve-
zano za ishod ucˇenja. Iako vjesˇtine crtanja, rezanja sˇkarama, lijepljenja i prikaza podataka
skiciranjem na papiru ne treba podcjenjivati niti njihov razvoj treba izbaciti iz nastave, kod
prikaza podataka laksˇe je ucˇenicima ogranicˇiti izbor te usmjeriti ih koristec´i tehnologiju, a
bez sputavanja kreativnosti. Za primjer je dan sljedec´i zadatak: ucˇenici infografikom (vi-
zualnim prikazom podataka ili informacija) prikazuju broj kuc´nih ljubimaca po vrstama od
svih ucˇenika u razredu. Cilj je dobiti prikaze koji ujednacˇeno prikazuju razlicˇite simbole
(po vrstama zˇivotinja) istih velicˇina, tako da su iz crtezˇa jasno vidljivi podaci. Ako crtaju
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rukom, ucˇenici ne moraju nuzˇno paziti na velicˇine crtezˇa, a mozˇe se dogoditi da se, na pri-
mjer, koncentriraju na zorno prikazivanje ljubimca ili previsˇe vremena potrosˇe na crtanje.
Korisˇtenjem tehnologije to se mozˇe izbjec´i. Ucˇenici su vec´inom vjesˇti u radu s misˇem i
povlacˇenjem po tabletu, te je na ekranu brzˇe i laksˇe ispraviti pogresˇke, nego kada se koriste
papiri, ljepilo, bojice i sl. Mladi ucˇenici cˇesto su demotivirani kada s radom moraju pocˇeti
ispocˇetka te je, ovisno o obrazovnom ishodu, potrebno osigurati i olaksˇati izradu rjesˇenja
koje c´e imati smisla u kontekstu zadatka.
Aktivnost 1. Prikaz podataka piktogramom
Cilj aktivnosti: organizirati podatke koji proizlaze iz svakodnevnoga zˇivota te ih prikazati
piktogramima (slikovnim dijagramima)
Oblik rada: individualni rad
Nastavne metode: metoda rada na zadacima
Potreban materijal: racˇunala za ucˇenike
Tijek aktivnosti: Ucˇenici u informaticˇkoj ucˇionici otvaraju sliku sa zadatkom koristec´i
program Paint. Zadatak je prikazan na slici 1.1, a rjesˇenje je na slici 1.2. Ucˇenici koriste
znanje rada u programu Paint kako bi rijesˇili zadatak i prikazali podatke. Odgovarajuc´e
simbole iz kljucˇa mogu rezati i lijepiti na odgovarajuc´a mjesta te boju podesiti alatom ”Fill
with color”. Ucˇenici takoder mogu koristiti alate za crtanje oblika kako bi napravili obo-
jene krugove.
Diskusija: Ovisno o uzrastu ucˇenika, moguc´e je raspraviti o raznim strategijama rjesˇavanja
zadatka i vizualnog prikaza podataka na ovaj ili slicˇan nacˇin. Npr. na koje smo sve nacˇine
mogli odrediti da je za plavu boju potrebno nacrtati tri kruga? Jesmo li mogli ”brojiti“ po
2 do 6, dijeliti 6 s 2, uzastopno oduzimati 2 od 6?
Zadatak se mozˇe postaviti svim ucˇenicima te s njima odgovoriti na pitanja:
• Koliko je ucˇenika glasalo za plavu ili zˇutu boju?
• Koje dvije boje su dobile najmanje glasova?
• Koliko je ukupno ucˇenika glasalo?
Korisˇtenje tehnologije i korelacija s informatikom: Za ucˇitelja je jednostavno pripremiti
ovakav zadatak, dovoljno je napraviti ekransku sliku ovakvog zadatka iz npr. programa MS
Word ili skenirati zadatak iz nekog drugog izvora. Ovaj zadatak djeca rjesˇavaju koristec´i
vjesˇtine naucˇene na satu informatike - rezanje, lijepljenje, korisˇtenje alata u programu Pa-
int. Dodatna je motivacija ucˇenicˇki uradak ispisati na papiru te izlozˇiti.
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Slika 1.1: Zadatak
Slika 1.2: Rjesˇenje
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Aktivnost 2. Odredivanje kljucˇa za zadane podatke
Cilj aktivnosti: organizirati podatke i prikazati ih piktogramom, odredivati primjereni
kljucˇ piktograma
Oblik rada: individualni rad
Nastavne metode: heuristicˇka metoda
Potreban materijal: racˇunalo za svakog ucˇenika
Tijek aktivnosti: Zadan je sljedec´i zadatak:
Ucˇenici pokrec´u akciju prodavanja cˇestitki ispred sˇkole u humanitarne svrhe. Kako bi
odredili najbolje vrijeme za prodaju, sakupljeni su podaci o broju prolaznika na ulici ispred






Nacrtaj piktogram kako bi prikazao navedene podatke te razmisli o tome koje je najbolje
vrijeme za prodaju cˇestitki.
Primjer moguc´eg rjesˇenja prikazan je na slici 1.3.
Slika 1.3: Primjer rjesˇenja zadatka u programu Paint
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Diskusija: Podatke zˇelimo prikazati piktogramom te ucˇenici raspravljaju o moguc´im nacˇi-
nima. Npr. ako jedan simbol predstavlja 10 ljudi, kako bismo predstavili 5 ljudi? Ucˇenici
mogu raspraviti je li prikladnije koristiti pola simbola ili umanjeni simbol te argumentirati
svoje misˇljenje.
Korisˇtenje tehnologije i korelacija s informatikom: Ucˇenici ovakav zadatak mogu rijesˇiti
koristec´i program Paint. Eksperimentiranje s razlicˇitim prikazima, te usporedivanje razlicˇitih
prikaza laksˇe je izvesti u informaticˇkoj ucˇionici. Skicu je u programu za crtanje lako
uvec´ati, umanjiti te kopirati visˇe puta, a rezultat je piktogram koji jasno prikazuje po-
datke na nacˇin primjeren uzrastu. Korisˇtenje tehnologije ovdje podrazumijeva vjesˇtine u
programu za crtanje, te tako ubrzava sam rad i omoguc´ava laksˇe izmjene, prilagodavanja i
varijacije rjesˇenja.
Slijedi nekoliko primjera slicˇnih zadataka. Izradeni su programima MS Word i Paint.
Ucˇenici ih mogu rjesˇavati koristec´i tehnologiju ili na papiru. Izradom nekoliko ovakvih
zadataka ucˇitelj mozˇe imati dobru bazu za izradivanje raznolikih zadataka bez potrebe za
pretrazˇivanjem udzˇbenika, a zadatke je laksˇe diferencirati prema sposobnostima ucˇenika.
Ovi su zadaci slicˇni zadacima za uvod u algebru, gdje se nepoznate vrijednosti prikazuju
simbolima, a ucˇenici vezujuc´i prikaz podataka te prikaz nepoznate ili varijabilne kolicˇine
simbolom uvjezˇbavaju pripadne matematicˇke vjesˇtine.
Navedeni se primjeri mogu napraviti s vodoravnim i vertikalnim piktogramima, te je vazˇno
zakljucˇiti s ucˇenicima kakav c´e biti nacˇin crtanja. Simboli na piktogramu trebaju biti iste
velicˇine kako bi zorno prikazivali podatke. Vazˇno je pri odabiru zadataka i tema za stvara-
nje piktograma i analizu podataka, opc´enito, odabrati temu, pitanje ili problem kroz koje c´e
ucˇenici biti motivirani prikazati podatke kako bi rijesˇili problem ili odgovorili na pitanje.
Primjer 1.1.1 (Jabuke).
Tena je ubrala onoliko jabuka koliko su ubrali Ivan i Irena zajedno. Petar je ubrao upola
manje jabuka od Josipa.
Dopuni piktogram (slika 1.4).
Ucˇenici mogu raspraviti o tome sˇto mozˇemo zakljucˇiti iz ovog piktograma te koji nam po-
daci nedostaju. Ucˇenici predlazˇu koliko ubranih jabuka prikazuje jedan simbol jabuke te
u tom slucˇaju, koliko prikazuje polovina, a koliko cˇetvrtina simbola. Prvenstveno, ucˇenici
trebaju doc´i do zakljucˇka da iz zadatka nije poznato koliko je jabuka ubrano, a zatim i da
nije moguc´e utvrditi taj broj jer za to nema dovoljno podataka. Zatim bi trebali promisliti
ima li smisla da jedan simbol jabuke predstavlja jednu ubranu jabuku, te zakljucˇiti da to nije
smisleno, jer bi to znacˇilo da je netko ubrao cˇetvrtinu ili polovicu jabuke. Ucˇenici trebaju
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uocˇiti da je najmanja jedinica, koja se pojavljuje u piktogramu, cˇetvrtina simbola jabuke,
te da je moguc´e da cˇetvrtina simbola jabuke predstavlja jednu jabuku. U tom slucˇaju, po-
lovina simbola jabuke predstavlja dvije jabuke, a simbol cijele jabuke predstavlja 4 jabuke.
Ucˇenici zatim mogu razmisliti i mentalno racˇunati koliko je jabuka tko ubrao ako cˇetvrtina
simbola jabuke predstavlja 2, 3 ili visˇe jabuka.
Slika 1.4: Zadatak
Primjer 1.1.2 (Sˇahovske ekipe).
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Izraden je piktogram koji prikazuje brojeve cˇlanova nekoliko sˇahovskih ekipa.
Slika 1.5: Zadatak
Ako znamo da manji ”smajlic´“ prikazuje manji broj cˇlanova nego vec´i, te da je u ekipi
”Pirane“ ukupno 31 cˇlan, mozˇesˇ li odrediti koliko je cˇlanova u svakoj ekipi?
Ovakav zadatak ucˇenici mogu rijesˇiti postavljajuc´i linearnu diofantsku jednadzˇbu te mozˇe
biti zanimljiv kao zadatak za ucˇenike nizˇih razreda jer ga mogu rijesˇiti u nekoliko pokusˇaja.
Takoder mozˇe biti zanimljiv za postaviti ucˇenicima visˇih razreda koji vec´ rjesˇavaju jed-
nadzˇbe jer ne mogu upotrijebiti sˇablonske postupke za rjesˇavanje linearnih jednadzˇbi.
Rjesˇenje mogu i pogoditi, no trebaju se i uvjeriti da je rjesˇenje jedinstveno.
Postavimo zadatak: neka je x broj kojeg predstavlja veliki ”smajlic´”, a y broj kojeg pred-
stavlja manji. Znamo da mora vrijediti x, y ∈ N, x > y i 31 = 4x + 3y. S obzirom na to da
4x ne mozˇe biti vec´e od 31, uocˇavamo da je x broj manji ili jednak 7, pa zadatak mozˇemo
rijesˇiti na sljedec´i nacˇin:
• ako je x = 7, tada je 3y = 31 − 4x = 31 − 28 = 3, pa je y = 1;
• ako je x = 6, tada je 3y = 31 − 4x = 31 − 24 = 7, pa je y = 73 , sˇto nije rjesˇenje jer y
nije prirodan broj (ucˇenici nizˇih razreda iste zakljucˇke mogu donijeti bez korisˇtenja
razlomaka);
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• ako je x = 5, tada je 3y = 31 − 4x = 31 − 20 = 11, pa takoder nema rjesˇenja;
• ako je x = 4, tada je 3y = 31 − 4x = 31 − 16 = 15, pa je y = 5, no to ne mozˇe biti
rjesˇenje jer je y > x;
• ucˇenici zakljucˇuju da ne ispitujemo brojeve x < 4 jer ocˇekujemo da c´e za njih vrije-
diti y > 4.
Dakle, jedino moguc´e rjesˇenje je x = 7 i y = 1, odnosno da veliki ”smajlic´” predstavlja 7
cˇlanova, a manji jedan cˇlan, pa mozˇemo odrediti koliko je cˇlanova u svakoj od sˇahovskih
ekipa.
1.1.2 Program MS Excel u nizˇim razredima
Primjer 1.1.3 (Anketiranje i prikaz rezultata).
Ova je aktivnost provedena na satu informatike u suradnji s ucˇiteljicom 3. razreda u Medu-
narodnoj osnovnoj sˇkoli Vedri obzori u Zagrebu. Nastava se odrzˇava na engleskom, stoga je
prikazana tablica na engleskom jeziku. Ucˇenici su obradivali jedinicu Statistika i podaci, te
su na nastavi informatike naucˇili izradivati tablice frekvencija po obiljezˇjima te analizirati i
crtati stupcˇaste dijagrame. S obzirom na dob ucˇenika, za izradu stupcˇastih dijagrama prema
zadanim podacima, na satu matematike su koristili unaprijed tiskane predlosˇke za stupcˇaste
dijagrame, na kojima su bojenjem oznacˇavali visinu stupca, te upisivali vrijednosti na ver-
tikalnu os dijagrama. Za sat informatike isplanirali smo upoznavanje s programom Excel
te utvrdivanje prethodno obradenog gradiva na matematici.
Ucˇenici su najprije odlucˇili da zˇele napraviti stupcˇasti dijagram koji prikazuje koliko ih je
posjetilo odredene drzˇave svijeta. Ucˇenici su naveli nekoliko zemalja koje su posjetili, te
su iste prepisali u c´elije jednog stupca u programu Excel. Zatim su ucˇenici za svaku drzˇavu
odgovarali jesu li ju posjetili, dizanjem ruke. Podatke su unijeli u c´elije pokraj c´elija sa
drzˇavama. Nakon kratkog objasˇnjenja o tome kako odabrati c´elije te umetnuti dijagram,
ucˇenici su samostalno umetali stupcˇaste dijagrame u radne listove. Zadan je zadatak da
samostalno osmisle ime dijagrama i oboje stupce.
Ucˇenici su zatim analizirali dijagram, te odgovorili na pitanja:
• Sˇto znacˇe brojevi na vertikalnoj osi dijagrama?
• Sˇto se nalazi na horizontalnoj osi dijagrama?
• Mozˇemo li drzˇavama zamijeniti poredak?
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Slika 1.6: Podaci i graficˇki prikaz - primjer
Ucˇenici su zatim dobili uputu da promijene jednu od frekvencija na 17 te su diskutirali
kakve su promjene na samom dijagramu (slika 1.7). Najprije su uocˇili da se dijagram pro-
mijenio automatski, pa su pozˇeljeli samostalno mijenjati druge vrijednosti kako bi vidjeli
promjene. Na pitanje koja je glavna promjena na dijagramu, ucˇenici su odgovorili da pri-
mjec´uju da je jedan stupac visˇi, dok su ostali umanjeni. Zakljucˇili su da to ne znacˇi da su se
ostale vrijednosti smanjile, vec´ da je sada skala na vertikalnoj osi drugacˇija, odnosno, da je
maksimalan broj na vertikalnoj osi sada 18. Velicˇina samog dijagrama nije se promijenila,
a visine stupaca prilagodile su se oznakama na vertikalnoj osi.
Slika 1.7: Izmijenjeni graficˇki prikaz
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1.1.3 Dodatni prijedlozi korisˇtenja tehnologije
Ucˇenici piktograme mogu izradivati rucˇno, te je bitno da ucˇenici zakljucˇe da je dobro
smjestiti simbole u kvadratnu ili pravokutnu mrezˇu (odnosno da je medu simbolima jednak
razmak te da su iste velicˇine) kako bi grafikon bio cˇitljiviji. Kako bi izrada piktograma bila
brzˇa, te u korelaciji s informatikom, ucˇenici mogu izradivati piktograme koristec´i racˇunala,
tablete i/ili pametnu plocˇu. Rad na pametnoj plocˇi je zabavan ucˇenicima osnovne sˇkole
te vole rjesˇavati zadatke, povlacˇiti i crtati po istoj. Izrada piktograma mozˇe se izvesti npr.
u programu ”Workspace“ za pametnu (interaktivnu) plocˇu, stvaranjem slojeva i dovoljno
simbola, koje ucˇenici mogu povlacˇiti na odgovarajuc´a mjesta u tablici. Takoder, slicˇno
se mozˇe izvesti i na bijeloj ili obicˇnoj plocˇi, sa ili bez projektora, uz simbole izrezane od
papira te magnete ili samoljepivu traku. No, korisˇtenje pametne plocˇe znatno smanjuje
vrijeme pripreme te omoguc´uje rad prema ucˇenicˇkim zˇeljama i razmatranjima vezanim za
zadatak kojim se bave jer materijale mozˇemo stvoriti na licu mjesta.
Samostalan rad u informaticˇkoj ucˇionici, u slucˇaju da ucˇenici rade s tabletima, mozˇe se
izvesti pomoc´u nekih od ”Doodle“ besplatnih aplikacija, na isti nacˇin kao sˇto je navedeno s
pametnom plocˇom. Ucˇenici preuzimaju prazan piktogram s mrezˇom ili bez nje, te ga mogu
popunjavati crtanjem ili povlacˇenjem simbola.
S obzirom na to da ucˇenici koji pohadaju izbornu nastavu ili izvannastavnu aktivnost Infor-
matiku vec´ u nizˇim razredima mogu raditi s raznim uredivacˇima teksta poput MS Worda
te u programu Paint, s lakoc´om c´e izradivati i modificirati piktograme kakvi su izradeni u
ovom tekstu, koristec´i kopiranje i lijepljenje. Korisˇtenje istih mozˇe ubrzati rad te ga ucˇiniti
zanimljivijim za ucˇenike.
U programu Paint, ako su ucˇenici upoznati s istim, najlaksˇe je raditi. Ucˇenici mogu is-
trazˇivati na isti nacˇin kao i kod crtanja na papir no opcije rezanja, kopiranja i lijeplje-
nja raznih dijelova slikovnog prikaza mogu njihove radove ucˇiniti zanimljivima. Postoji
moguc´nost izrade raznih drugih prikaza podataka uz pomoc´ infografika.
1.2 Vjerojatnost i statistika u visˇim razredima
1.2.1 Micro Bit
Eksperimentalnu vjerojatnost u osnovnoj sˇkoli ucˇenici provjeravaju i usporeduju s teorij-
skom koristec´i stvarne primjere te pokuse s kockom, novcˇic´em, izvlacˇenjem predmeta iz
vrec´e, itd. S obzirom na to da na satovima informatike ucˇenici ucˇe o radu s Micro Bitom,
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isprobali smo izraditi kocke, novcˇic´e i ”Magic 8-ball”1 na satovima matematike. Sat je iz-
veden u Medunarodnoj osnovnoj sˇkoli Vedri obzori, u 6. razredu s 12 ucˇenika. Ucˇenici su
koristili vjerojatnost koja im je poznata kako bi blokovskim programiranjem uredaja Mi-
cro Bit imitirali bacanje kocke, novcˇic´a ili postavljanje pitanja ”Magic 8-ballu”. Takoder,
ucˇenici su namjesˇtanjem naredbi za uvjetovanje programirali ”neposˇtene” kocke i Magic
8-ball koji daju neke odgovore s vec´om, odnosno manjom vjerojatnosˇc´u. Ucˇenici su vec´
imali ponesˇto iskustva u radu s Micro Bitom pa su svoje znanje o programiranju mogli
iskoristiti kako bi isprobali razlicˇite postavke, a zatim i rezultate vidjeli koristec´i Micro
Bitove kao kocke ili novcˇic´e.
Aktivnost 3. Nastavni sat s Micro Bitom za ucˇenike 6. razreda
Cilj aktivnosti: usporediti ocˇekivanje temeljeno na teorijskoj vjerojatnosti s rezultatom
pokusa, primjenjivati jezik vjerojatnosti, procijeniti i izracˇunati vjerojatnost dogadaja
Oblik rada: samostalan rad, grupni rad
Nastavne metode: heuristicˇka metoda, metoda dijaloga
Potreban materijal: Micro Bit i racˇunalo za svakog ucˇenika
Tijek aktivnosti: Sat je zapocˇet u obicˇnoj matematicˇkoj ucˇionici, gdje su ucˇenici uz vod-
stvo profesora zapisali pseudokod. Ucˇenici su upoznati s naredbom pick random 0 to n.
Ucˇenici uocˇavaju vazˇnost korisˇtenja varijable na konkretnom primjeru. Naime, prije pro-
vjere, tj. grananja rezultata, moramo nekako zapamtiti slucˇajni broj dobiven naredbom.
Zapisan je pseudokod nalik na:
kada zatresem Micro Bit:
odabir = odaberi slucˇajan broj od 0 do 2
ako je odabir = 0 onda ispisˇi "Da."
ako je odabir = 1 onda ispisˇi "Ne."
ako je odabir = 2 onda ispisˇi "Mozˇda."
Vazˇno je da ucˇenici sami uocˇe da niz 0, ..., n treba imati onoliko cˇlanova koliko razlicˇitih
moguc´nosti zˇele. Ucˇenici zatim u informaticˇkoj ucˇionici pronalaze odgovarajuc´e naredbe
i pisˇu program nalik na program prikazan na slici 1.8.
1Magic 8-ball je igracˇka ili aplikacija kojoj postavljamo pitanje, te nakon sˇto ju protresemo, daje jedan
od nekoliko odgovora, npr. ”Da.”, ”Ne.”, ”Mozˇda.”, itd.
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Slika 1.8: Osnova za kod za Magic 8-ball
Nakon sˇto su podigli svoje programe na uredaje, ucˇenici su u parovima uredaje zamijenili
te su pokusˇali eksperimentalno odrediti koliko razlicˇitih moguc´nosti prikaza ima Micro Bit
koji je napravio partner. Ucˇenik koji je izradio program zapisuje koliko puta njegov partner
treba zatresti uredaj, te koliko puta ocˇekuje koji odgovor. Zatim partner zapisuje rezultate
koje je dobio. Neke su grupe ucˇenika odabrale zatresti uredaj 9 ili 10 puta, a neki visˇe puta.
Ucˇenici su ”tally”2 prikazom zapisivali koliko se puta pojavio koji odgovor. Rezultate su
usporedili s ocˇekivanjem partnera.
Diskusija: Primjerice, ucˇenik je pretpostavio da c´e se svaki odgovor pojaviti 3 puta ako
2Tally prikaz je nacˇin zapisivanja rezultata brojenja oznakama, primjerice, jedinicu oznacˇavamo ver-
tikalnom crtom, a broj pet sa cˇetiri vertikalne crte precrtane dijagonalnom crtom. Takav nacˇin olaksˇava
prebrojavanje vec´eg broja oznaka, jer su grupirane.
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Micro Bit bude zatresen 9 puta. Pri tresenju, prvi se odgovor pojavio jednom, a preos-
tala dva 4 puta. Ucˇenici su za manje zadane brojeve tresenja dobivali rezultate koje nisu
ocˇekivali. Neki su pretpostavili da program nije tocˇan te ga provjeravali, dok su neki pret-
postavili da Micro Bit ne radi.
Rezultate cijelog razreda zapisali smo na plocˇu, zbrajajuc´i sve rezultate ucˇenika. Odgovor
”Da.” pojavio se 45 puta, odgovor ”Ne.” 40 puta, a odgovor ”Mozˇda.” 46 puta. Ucˇenici su
zakljucˇili da je potrebno puno pokusˇaja kako bismo dobili ocˇekivane rezultate.
Ucˇenici su nakon izrade osnovnog programa izradivali i vlastite. Uputa je bila varirati
program tako da Micro Bit prikazuje pozdravnu poruku, daje visˇe razlicˇitih odgovora ili
pak iskoristiti znanje i na slicˇan nacˇin napraviti igrac´u kocku za bacanje ili novcˇic´.
Ucˇenicima se uz navedenu aktivnost mogu postaviti dodatni zadaci, upute i varijacije kao
u sljedec´em primjeru.
Primjer 1.2.1 (Neposˇteni novcˇic´ i graficˇki prikaz podataka).
Zadan je zadatak da se napravi neposˇteni novcˇic´ koji c´e za 2 od 3 bacanja pokazati pismo.
Da je uistinu neposˇten, treba prikazati na Micro Bit uredaju nakon izvodenja programa.
Ucˇenici na nacˇin iz prethodne aktivnosti mogu napraviti navedenu simulaciju. Za prvi od 3
nasumicˇna odabira prikazuje se ”H” (glava), dok se za drugi i trec´i od 3 nasumicˇna odabira
prikazuje ”T” (pismo). Prebrojavanje pokusˇaja i ishoda izvedeno je varijablama pokusaji,
glava i pismo. Prikaz podataka mozˇe se izvesti prikazom samog broja pojavljivanja ishoda
no u ovom zadatku, ucˇestalost ishoda prikazana je naredbom plot bar graph koja graficˇki
prikazuje vrijednost varijable glava, odnosno pismo u odnosu na maksimum tih vrijed-
nosti, tj. vrijednost varijable pokusaji. Uredaj Micro Bit ima 25 LED lampica, a naredbom
plot bar graph, zasvijetlit c´e onoliki dio lampica koliki je udio vrijednosti varijable glava,
odnosno pismo u odnosu na vrijednost varijable pokusaji. Slijedi prikaz programa na slici
1.9, te primjeri grafikona za frekvenciju ishoda na slici 1.10.
Na slici 1.10a vidimo kako svijetli 8 od 25 lampica, dok na slici 1.10b svijetli 18 od 25
lampica. Ucˇenici zakljucˇuju da se otprilike dvostruko cˇesˇc´e pojavljuje ishod pismo. S ob-
zirom na to da smo program izradili tako da se ishod pismo pojavljuje u 2 od 3 nasumicˇna
bacanja, raspravljamo prikazuje li ovaj grafikon takav rezultat. Takoder, mozˇemo uspore-
diti graficˇke prikaze nakon samo nekoliko pokusˇaja, te nakon sˇto ucˇenici zatresu Micro Bit
visˇe desetaka puta.
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Slika 1.9: Program za neposˇteni novcˇic´
(a) Relativna frekvencija ishoda ”Glava” (b) Relativna frekvencija ishoda ”Pismo”
Slika 1.10: Graficˇki prikaz relativnih frekvencija ishoda
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1.2.2 Proracˇunske tablice
U programu MS Excel ucˇenici rade u 7. razredu osnovne sˇkole te nastavnici matematike i
informatike nastavne jedinice i izvedbeni plan mogu uskladiti kako bi povezali ili integrirali
nastavu. Moguc´e je u isto vrijeme izvesti nastavne jedinice prikaza podataka stupcˇastim i
kruzˇnim dijagramom na satovima matematike i informatike te tako pospjesˇiti razumijeva-
nje i usvajanje sadrzˇaja. Kao sˇto je vec´ prethodno navedeno, kod prikaza podataka ne treba
zanemariti crtanje dijagrama rukom. Obrac´ajuc´i pozornost na princip primjenjivosti mate-
maticˇkih vjesˇtina, nastavu vjerojatnosti i statistike moguc´e je obogatiti analizom stvarnih
primjera podataka i simulacijom velikog broja pokusa koristec´i MS Excel.
Neki od primjera za primjenu programa MS Excel u nastavi vjerojatnosti i statistike opi-
sani su na kolegiju ”Primjena racˇunala u nastavi matematike” (Prirodoslovno matematicˇki
fakultet - Matematicˇki odsjek). Za osnovnu sˇkolu navedeni su brojni primjeri za nastavne
satove u kojima se trazˇi izrada grafikona, razumijevanje prikaza podataka i osnovnih poj-
mova pomoc´u istih, te primjeri generiranja slucˇajnih podataka. U nastavku navodim neke
od primjera korisˇtenja proracˇunskih tablica koje sam primijenila u nastavi te pripremi za
nastavu.
Primjer 1.2.2 (Simulacija slucˇajnog pokusa).
Kao sˇto smo vec´ napomenuli, kod provjere empirijske vjerojatnosti nekih poznatih teorij-
skih vjerojatnosti slucˇajnih pokusa, potrebno je generirati velik broj slucˇajnih pokusa. Sto-
tinjak bacanja kocki mozˇemo izvesti u razredu, prikupljanjem podataka od svih ucˇenika,
no programom MS Excel, bacanje stvarnih kocki mozˇemo preskocˇiti. Navodimo primjer
koji se bazira na analizi igre Nice or Nasty ([7]). Za igru je potrebna igrac´a ”kocka” s 10
strana na kojoj se nalaze znamenke od 0 do 9. Pravila osnovne igre su:
• igraju dva igracˇa;
• pocˇinje najstariji igracˇ i baca kocku;
• znamenku koju je dobio bacanjem upisuje kao znamenku jedinice, desetice ili stotice,
sˇto zatim ponavlja i drugi igracˇ;
• ponavljaju josˇ dva puta;
• pobjednik je onaj koji je zapisao vec´i broj.
Igracˇi na ovaj nacˇin zapisuju troznamenkaste brojeve (ili dvoznamenkaste i jednoznamen-
kaste ako na mjesto stotice upisˇu znamenku 0, odnosno ako i na mjesto stotice i desetice
upisˇu nulu). Daljnje varijacije igre su da igracˇi zapisuju brojeve s 4 ili visˇe znamenki, te da
mogu i jedni drugima upisivati znamenke, ili da je cilj dobiti sˇto manji broj ili broj sˇto blizˇi
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nekom zadanom. Za generiranje slucˇajnih pokusa, dovoljno je uzeti u obzir osnovnu igru.
Nakon upoznavanja s igrom, ucˇenici trebaju generirati slucˇajne pokuse za svakog igracˇa,
odnosno, koristec´i formule u programu Excel, za svaku rundu, generirati po tri slucˇajna
broja za svakog igracˇa. Ucˇenici koriste Excelovu formulu RANDBETWEEN(0, 9), koja
c´e generirati slucˇajan prirodan broj od 0 do 9. Zˇelimo generirati 1000 slucˇajnih pokusa,
odnosno 1000 runda igre. To cˇinimo povlacˇenjem formule u drugom retku do 1001. retka.
Postupak je prikazan na slici 1.11a. Vazˇno je napomenuti da c´e se, uporabom ove for-
mule, svakim unosom u c´elije Excela, brojevi u c´elijama s formulom RANDBETWEEN()
ponovno slucˇajno generirati. To mozˇemo sprijecˇiti tako da generirane brojeve kopiramo i
zalijepimo samo njihove vrijednosti (Paste values only).
Sljedec´im c´e se postupkom izracˇunati empirijska vjerojatnost da prvi igracˇ ima vec´i broj,
ali u slucˇaju kad su mu poznate sve tri znamenke. Tada su brojevi koje sastavljaju igracˇi
uistinu najvec´i. Razmislimo koja je vjerojatnost da c´e prvi igracˇ imati 3 znamenke od ko-
jih c´e moc´i zapisati vec´i broj nego sˇto c´e moc´i zapisati drugi igracˇ. S obzirom na to da su
kocke posˇtene, nasluc´ujemo da je vjerojatnost za to 0.5, tj. 50%. Provjerimo to na prvih
10 rundi, prvih 100 rundi i svih 1000 rundi iz tablice.
Od tri generirane znamenke, najvec´i troznamenkasti broj koji mozˇemo dobiti izracˇunat
c´emo tako da najvec´u znamenku pomnozˇimo sa 100, pridodamo tome umnozˇak srednje po
velicˇini znamenke i broja 10 i najmanju znamenku. Koristimo formulu LARGE(array, k),
gdje je array niz c´elija koji pretrazˇujemo, a k je jednak 1, 2 ili 3 ovisno o tome trazˇimo li
prvi, drugi ili trec´i najvec´i cˇlan niza. Najvec´e brojeve ispisujemo u stupce I i J, a u stupac
K mozˇemo upisati provjeru: IF(I2>J2, 1, 0). Navedenom formulom unosimo broj 1 u retke
gdje je prvi igracˇ imao vec´i broj od drugog, a broj 0 inacˇe. Formulom COUNTIF(range,
criteria), gdje je range niz c´elija, a criteria kriterij kojeg provjeravamo, u ovom slucˇaju,
je li iznos u c´elijama jednak 1, ispisat c´e broj takvih c´elija. Kako bismo dobili postotak
c´elija u kojima je uvjet zadovoljen, koristimo formulu COUNTIF(K2:K11,1)/10 za prvih
10 rundi, te analogne formule za 100 i 1000 rundi.
Na slici 1.11b uocˇavamo da je nakon 100 bacanja vec´i broj visˇe puta mogao slozˇiti prvi
igracˇ, dok je u 100 rundi prednost imao drugi igracˇ. U 1000 rundi, imali su jednaku vjero-
jatnost za pobjedu.
No u igri Nice or Nasty ne slazˇemo najvec´i moguc´i broj od 3 znamenke, nego vec´ kod
generiranja prve znamenke, moramo odlucˇiti koju c´e mjesnu vrijednost imati. Stoga igracˇi
biraju strategiju koju c´e koristiti pri zapisivanju brojeva. Na primjer, strategija mozˇe biti
sljedec´a. Recimo da je prva znamenka koju smo dobili bacanjem kockice jednaka a. Ako
POGLAVLJE 1. OSNOVNA SˇKOLA 21
(a) Slucˇajni pokusi - pocˇetak tablice
(b) Usporedba najvec´eg moguc´eg broja od
slucˇajnog niza znamenki
Slika 1.11: Prikaz generiranih tablica u programu MS Excel
je a > 4, stavljamo ju na mjesto stotice, a ako nije, na mjesto jedinice. Neka je druga
znamenka b, a trec´a c. Ako je:
• a > 4 i b > 4, stavljamo b na mjesto desetice pa je broj jednak abc;
• a > 4 i b < 4, stavljamo b na mjesto jedinice pa je broj jednak acb;
• a < 4 i b > 4, stavljamo b na mjesto stotice pa je broj jednak bca;
• a < 4 i b < 4, stavljamo b na mjesto desetice pa je broj jednak cba.
Ovakvo slaganje troznamenkastog broja mozˇemo simulirati u programu MS Excel korisˇte-
njem ugnijezˇdenih funkcija IF(). Formula i rezultati su prikazani na slici 1.12.
Sada je zanimljivo provjeriti kakve su sˇanse za pobjedu ako igracˇi ne koriste istu strategiju.
Recimo da drugi igracˇ promijeni strategiju tako da razvrstava znamenke na isti nacˇin, no
provjerava jesu li vec´e od 8. To znacˇi da c´e ”cˇekati” znamenku 9 kako bi ju stavio na
mjesto stotice. Kada usporedimo vjerojatnosti, vidimo da ova strategija za drugog igracˇa
nije dobra jer je u 1000 pokusa pobijedio u samo 41% (slika 1.13).
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Slika 1.12: Stratesˇko slaganje troznamenkastih brojeva - oba igracˇa koriste istu strategiju
Slika 1.13: Stratesˇko slaganje troznamenkastih brojeva - razlicˇite strategije
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Primjer 1.2.3 (Korisˇtenje programa MS Excel za izradu zadataka s vec´im brojem stvarnih
podataka).
Ovim primjerom prikazat c´e se korisˇtenje racˇunala u sluzˇbi izvora podataka (preuzima-
nje podataka s interneta) te korisˇtenje racˇunalnih alata za pohranu podataka i statisticˇku
obradu. Kod izrade zadataka za statisticˇke racˇune i izradu grafikona potrebno je imati skup
podataka. Program MS Excel koristila sam kada mi je trebao vec´i skup stvarnih poda-
taka, primjerice podaci o populaciji drzˇava ili drugi statisticˇki podaci vezani za drzˇave,
kontinente, rezultati utrka, sportskih dogadanja i sl. Programom MS Excel lako je uvesti
podatke iz CSV dokumenata ili drugih standardnih dokumenata iz raznih baza podataka.
Posebno je korisno to sˇto se s mnogo web-stranica podaci mogu uvesti direktno u Excel
datoteku, bez prepisivanja podataka (korisˇtenjem opcije ”Insert Data from Web”). Tako
je moguc´e pripremiti razlicˇite grafikone i skupove podataka za interpretaciju u zadacima,
a koji ucˇenicima mogu pruzˇiti uvid u primjenu vjesˇtina koje stjecˇu. Takoder, moguc´e je
ucˇenike potaknuti da samostalno odabiru i analiziraju stvarne podatke na navedeni nacˇin.
Slika 1.14: Unos mrezˇne lokacije
Recimo da zˇelimo s ucˇenicima analizirati popis visina najvisˇih vrhova u Hrvatskoj. Podatke
lako nalazimo na internetu ([6]). U programu MS Excel, odabirom opcija ”Data” i ”From
Web”, upisujemo mrezˇnu lokaciju tablice koju zˇelimo prenijeti u radnu knjigu. Odabirom
odgovarajuc´e tablice prenosimo ju u radnu knjigu gdje ju dalje mozˇemo uredivati, sortirati
ili analizirati. Postupak je prikazan slikama 1.14, 1.15 i 1.16.
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Slika 1.15: Odabir tablice
Kako bismo analizirali ovakav skup podataka, iste je dobro grupirati. Na primjer, kako bi-
smo vidjeli koliko je nizˇih, a koliko visˇih planina, mozˇemo odrediti neke kategorije pa pre-
brojiti koliko je planina koje po visini spadaju u odredenu kategoriju. Ucˇenici ovdje brzo
i lako mogu analizirati podatke pomoc´u histograma. Histogram je graficˇki prikaz skupa
podataka koji podatke grupira u kategorije (u ovom slucˇaju prema visini) te visinom stupca
za svaku kategoriju prikazuje kolika je frekvencija za svaku kategoriju (u ovom slucˇaju,
koliko je vrhova u odredenoj kategoriji visina). Prikaz mozˇemo vidjeti na slici 1.17. Ova-
kav histogram ucˇenici bi rukom izradivali dulje vremena, a na ovaj nacˇin se, uz korisˇtenje
tehnologije, mogu koncentrirati na razumijevanje podataka koje mozˇemo iscˇitati. Jasno je
da je najvisˇe planina s nizˇim vrhovima, odnosno, njih je 17, a planina s vrhovima visˇim od
1500 m je 9.
Ucˇenici ove podatke mogu prikazati i brkatom kutijom, te se upoznati s tim prikazom. S
obzirom na to da se brkata kutije izraduje temeljem podataka o minimumu i maksimumu
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Slika 1.16: Uvezena tablica s podacima o najvisˇim vrhovima u Hrvatskoj
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nekog skupa, gornjem i donjem kvartilu te medijanu, ucˇenici te podatke mogu iscˇitavati iz
brkate kutije za ovaj skup podataka. Brkata kutija (poznata takoder kao Box and whiskers
diagram) je pravokutni dijagram kojim gornjom, odnosno, donjom stranicom pravokutnika
oznacˇavamo gornji, odnosno, donji kvartil, duzˇinom koja dijeli pravokutnik oznacˇavamo
medijan, a ”brkovima”, tj, najvisˇom i najnizˇom duzˇinom oznacˇavamo maksimalnu i mini-
malnu vrijednost skupa. Brkata je kutija prikazana na slici 1.18.
Slika 1.17: Histogram frekvencija za visine vrhova u RH
Slika 1.18: Brkata kutija za visine vrhova u RH
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Primjer 1.2.4 (Korisˇtenje usluge Google Sheets za izradu rjesˇenja zadataka s vec´im brojem
stvarnih podataka).
Kod izvodenja raznih eksperimenata pozˇeljno je prikupiti vec´i broj rezultata eksperimenta.
Zamislimo ucˇitelja koji zˇeli prikazati da c´e u pokusu bacanja novcˇic´a empirijski rezultat
biti slicˇan ocˇekivanoj teorijskoj vjerojatnosti, no zbog malog broja bacanja i premalo vre-
mena za zabiljezˇavanje i prikupljanje rezultata bacanja novcˇic´a ucˇenika u razredu, dobiva
rezultat koji i ne prikazuje teorijsku vjerojatnost. Sljedec´om aktivnosti ilustriran je nacˇin
korisˇtenja racˇunala u svrhu suradnicˇkog prikupljanja podataka koristec´i online servis Go-
ogle Sheets.
Ucˇenici izvode pokus ”Buffonova igla” ([2]). Tvrdimo da ako na papir iscrtan paralelnim
pravcima medusobno udaljenim za duljinu sˇibice, bacimo sˇibicu, vjerojatnost da c´e sˇibica
sjec´i pravac iznosi 2
pi
. Skicu navedenoga mozˇemo vidjeti na slici 1.19.
Slika 1.19: Skica papira na kojeg bacamo iglu ili sˇibicu ([3])
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Iako navedenu vjerojatnost ucˇenici josˇ ne mogu dokazati, mogu eksperimentalno utvrditi
da je to tako i pokusˇati aproksimirati broj pi na jedan neocˇekivani nacˇin. Ucˇenici izvode
pokus u grupama u razlicˇito vrijeme, te svoje rezultate upisuju u zajednicˇku tablicu. Re-
zultat se mozˇe promatrati tijekom i nakon eksperimenta. Primjer je prikazan na slici 1.20.
Prednost je ovakvog pristupa sˇto ucˇenici mogu raditi grupno i brzo doc´i do rezultata, ne
utrosˇivsˇi puno vremena. Racˇun je automatiziran, te se unosˇenjem podataka, uzˇivo, mozˇe
vidjeti priblizˇavanje konacˇnoj aproksimaciji. Ovakav rezultat mozˇemo dobiti jedino s ve-
likim brojem bacanja, sˇto nije efikasno izvedivo samostalnim radom.
Slika 1.20: Zajednicˇki skup rezultata pokusa ucˇenika visˇe razreda
Poglavlje 2
Vjerojatnost i statistika u srednjoj sˇkoli
Za ucˇenike srednje sˇkole Nacionalnim okvirnim kurikulumom ([1]) opisani su sljedec´i is-
hodi vezani za nastavu vjerojatnosti i statistike konceptom Podaci:
Ucˇenici c´e (cˇetvrti ciklus - strukovne srednje sˇkole):
• prikupiti, klasificirati i organizirati podatke te ih na prikladan nacˇin, pomoc´u racˇunala
i bez njega, prikazati za potrebe statisticˇke analize;
• procˇitati, tumacˇiti i analizirati podatke prikazane na razlicˇite nacˇine;
• odrediti i primijeniti srednje vrijednosti (aritmeticˇka sredina, medijan, mod) i rasprsˇenost
(raspon, interkvartilni raspon) niza numericˇkih podataka;
• rabiti jednostavne racˇunalne programe za statisticˇku obradu podataka;
• izracˇunati vjerojatnost dogadaja u jednostavnim situacijama i procijeniti vjerojatnost
tumacˇec´i ju kao relativnu frekvenciju.
Ucˇenici c´e (cˇetvrti ciklus - gimnazije):
• sustavno prikupiti, klasificirati i organizirati podatke te ih prikazati i analizirati pomoc´u
srednjih vrijednosti (aritmeticˇka sredina, medijan, mod) i rasprsˇenosti (raspon, inter-
kvartilni raspon, standardna devijacija);
• procijeniti parametar srednje vrijednosti uza zadanu pouzdanost;
• prepoznati priblizˇnu linearnu vezu dviju varijabli, odrediti njezine koeficijente te ju
rabiti pri modeliranju;
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• protumacˇiti slozˇene dogadaje, izraziti ih pomoc´u skupovnih operacija te izracˇunati
njihovu vjerojatnost;
• primijeniti normalnu razdiobu.
2.1 Statistika u medijima - veza s nastavom matematike
Vec´ina racˇuna i vrsta prikaza podataka koji se koriste u dnevnom tisku, na portalima i u
vijestima su racˇuni srednjih vrijednosti, racˇuni s postocima i graficˇki prikazi koji spadaju u
gradivo osnovne sˇkole. Osim samog racˇuna, vazˇno je prosˇiriti ove vjesˇtine te ucˇenike os-
posobiti da identificiraju pitanja na koja mogu odgovoriti statisticˇkim metodama te proucˇe
utjecaj podataka na problem, da identificiraju i izbjegnu potesˇkoc´e te odaberu prikladan
format podataka i grupiraju prikupljene podatke. Korisˇtenjem stvarnih podataka, putem
istrazˇivanja na racˇunalu, nastava matematike mozˇe se obogatiti mnogim sadrzˇajima te pri-
blizˇiti ucˇenicima kao primjenjiva znanost. Ideja je da ucˇenici podatke pomoc´u tehnologije
mogu prikupljati samostalno ili pronalaziti na raznim mrezˇnim lokacijama, takoder procje-
njujuc´i njihovu vjerodostojnost.
2.1.1 Razumijevanje srednjih vrijednosti
Racˇun srednjih vrijednosti (moda, medijana i aritmeticˇke sredine) sadrzˇaj je osnovne sˇkole.
Ucˇenici srednjih sˇkola cˇesto ih koriste i primijenjuju. No cˇeste su gresˇke ucˇenika kako pri
primjeni tih racˇuna tako i kod interpretacije. Najcˇesˇc´a je gresˇka koju ucˇenici rade pri racˇunu
s aritmeticˇkom sredinom - racˇunanje aritmeticˇke sredine visˇe aritmeticˇkih sredina. Na nas-
tavi informatike u 1. razredu srednje sˇkole, ucˇenici mogu kroz prakticˇan primjer, primi-
jenjujuc´i vjesˇtine korisˇtenja formula u Excelu, uvidjeti razliku izmedu aritmeticˇke sredine
podataka unije dvaju skupova te aritmeticˇke sredine aritmeticˇkih sredina dvaju skupova.
Primjer 2.1.1 (Racˇunanje aritmeticˇke sredine).
Na slici 2.1 prikazan je primjer zadatka za ucˇenike srednjih sˇkola.
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Slika 2.1: Zadatak (rjesˇenja ucˇenika oznacˇena su crvenom bojom)
U ovom je zadatku skup svih podataka o prvih 100 najbrzˇih trkacˇa na maratonu podijeljen
na dva skupa - trkacˇe i trkacˇice. Njihova su prosjecˇna vremena trcˇanja ocˇito razlicˇita, tj.
aritmeticˇke se sredine razlikuju za 12 minuta. Aritmeticˇka je sredina cijelog skupa za samo
jednu minutu vec´a od aritmeticˇke sredine trkacˇa, upravo zbog njihovog broja, koji je znatno
vec´i od broja zˇena u maratonu.
Primjer 2.1.2 (Aritmeticˇka sredina, mod i medijan).
Racˇun moda, medijana i aritmeticˇke sredine u nastavi matematike cˇesto se koristi na uobicˇa-
jenim i ”umjetnim” primjerima i zadacima iz udzˇbenika, a ponekad ucˇenicima nije jasno
za koje su skupove podataka oni prikladni, a za koje nisu. Takoder, u gradivo srednje sˇkole
spadaju i pojmovi rasprsˇenosti niza podataka, tj. interpretacija raspona, interkvartilnog ras-
pona i standardne devijacije, a kao motivacija za korisˇtenje dodatnih mjera mozˇe posluzˇiti
sljedec´i primjer.
Medijan, mod i aritmeticˇka sredina skupa koji je normalno distribuiran i ima poznati ras-
pon (ogranicˇen je, kao primjerice postotak rijesˇenosti ispita) bit c´e 3 broja cˇija razlika nec´e
biti velika. No kod skupova koji nisu ogranicˇeni te nisu ni priblizˇno slicˇni normalnoj dis-
tribuciji, oni se uvelike mogu razlikovati.
Ucˇenicima su zadane tri izjave, a svaka se od njih odnosi na jedan srednjosˇkolski razred od
24 ucˇenika:
• Najvisˇe je ucˇenika koji trosˇe oko 3000 kn godisˇnje na odjec´u i obuc´u (mod);
• Ucˇenici u prosjeku trosˇe 6625 kn godisˇnje na odjec´u i obuc´u (aritmeticˇka sredina);
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• Polovica ucˇenika trosˇi 4000 kn ili visˇe godisˇnje na odjec´u i obuc´u (medijan).
Ucˇenici trebaju odrediti koji od ovih razreda zajedno trosˇi najvisˇe na odjec´u i obuc´u godisˇnje.
Ucˇenici bi mogli zakljucˇiti da je najvec´a potrosˇnja onog razreda za koji je navedeno da
ucˇenici u prosjeku trosˇe 6625 kn godisˇnje, dok najmanje trosˇi razred u kojem najvisˇe
ucˇenika trosˇi 3000 kn. Nakon diskusije, ucˇenici na racˇunalu otvaraju podatke na teme-
lju kojih su napisane ove izjave. Podaci su prikazani na slici 2.2.
Slika 2.2: Podaci o potrosˇnji za 24 ucˇenika zaokruzˇeni na najblizˇu tisuc´icu i srednje vri-
jednosti podataka
Ucˇenici uocˇavaju da se radi o istom skupu podataka, tj. da sve tri izjave opisuju isti razred.
Za taj skup podataka su mod, medijan i aritmeticˇka sredina dosta razlicˇiti te na temelju
njih mozˇemo donijeti razlicˇite zakljucˇke o potrosˇnji skupine. Ucˇenicima se zadaje zadatak
da u tablici oznacˇe sve ucˇenike cˇija je potrosˇnja jednaka ili manja od aritmeticˇke sredine
(ucˇenici koriste uvjetno oblikovanje). Nakon toga potrebno je diskutirati je li aritmeticˇka
sredina reprezentativna vrijednost potrosˇnje ucˇenika u razredu.
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Ucˇenici dobivaju uputu da kopiraju tablicu te uklone tri najvec´e vrijednosti, odnosno one
koje su netipicˇne za ovaj skup. Potrebno je diskutirati jesu li i najmanje vrijednosti ne-
tipicˇne te mogu li se ukloniti. Nakon sˇto ponovno izracˇunaju medijan, mod i aritmeticˇku
sredinu, slijedi diskusija o utjecaju netipicˇnih vrijednosti na svaku od ovih srednjih vrijed-
nosti. Dodatni zadatak je istrazˇiti srednje vrijednosti podataka iz medija gdje se javljaju
vec´e razlike izmedu srednjih vrijednosti - jedan od tipicˇnih primjera su prosjeci plac´a (na
razini tvrtke ili drzˇave). Takoder, izbacivanje netipicˇnih vrijednosti uobicˇajeno je za po-
kuse u nastavi fizike gdje ucˇenici takoder uvidaju kakav utjecaj na rezultat imaju netipicˇne
vrijednosti mjerenja.
2.1.2 Manipulacija prikazom podataka
U medijima se susrec´emo s infografikama i graficˇkim prikazima mnogih podataka u svrhu
brzˇeg i laksˇeg razumijevanja statisticˇkih podataka. Kada izradujemo stupcˇaste, linijske,
kruzˇne ili slozˇene dijagrame, dodajemo brojeve i oznake, oznacˇavamo osi (ili drugacˇije
brojcˇano prikazujemo podatak), kako bi dijagram bio informativan, a ne samo vizualno
upecˇatljiv. Medutim, prikazi cˇesto ne posjeduju sva obiljezˇja koja su nuzˇna za ispravno
razumijevanje dijagrama.
Primjer 2.1.3 (Dijagrami u medijima).
Na slici 2.3 prikazani su primjeri infografika koje nas navode na krive zakljucˇke. Iz in-
fografike 2.3a na prvi se pogled radi o drasticˇnom rastu broja zaposlenih te velikom padu
broja kriminalnih djela. Uocˇavamo da na vertikalnoj osi vrijednosti ne polaze od nule,
tj. da su minimalna i maksimalna vrijednost postavljene tako da naglasˇavaju rast i pad
vrijednosti. Dijagram 2.3b je povrsˇinski grafikon, no znamo da je povrsˇina manjeg kruga
zapravo cˇetiri puta manja od povrsˇine vec´eg, uz pretpostavku da su radijusi dva kruga u
odnosu 1:2. Podatak o primanjima pokazuje da su primanja otprilike dvostruko vec´a u
2000. godini u odnosu na 1960. godinu. Na ovim su dijagramima navedeni tocˇni brojcˇani
podaci no njihov je prikaz namjesˇten da se promjene dodatno naglase, gubec´i matematicˇku
preciznost.
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(a) Infografika o zaposlenosti i krimi-
nalu ([5])
(b) Medijan primanja obitelji iz elitnih opc´ina
([13])
Slika 2.3: Infografike iz medija
Jedan je od moguc´ih zadataka, vezan uz analizu podataka, u programima Excel i Geogebri
napraviti pravilne dijagrame. Ucˇenici c´e iz infografika iscˇitati podatke, odnosno, proci-
jeniti ih. Za podatke o zaposlenosti i kriminalnoj stopi u Novom Zelandu, dovoljno je
napraviti dijagram na kojemu je minimum na y-osi nula. Za ispravan povrsˇinski dijagram o
primanjima, potrebno je izracˇunati koliki trebaju biti radijusi koncentricˇnih kruzˇnica, kako
bi povrsˇine krugova bile 1 : 2. Recimo da je radijus manjeg kruga r1. Tada je povrsˇina
manjeg kruga jednaka P1 = r21pi. Izracˇunajmo radijus vec´eg kruga r2. Zˇelimo da je povrsˇina








Dakle, faktor povec´anja radijusa druge kruzˇnice je
√
2, a ne 2.
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Rjesˇenja su prikazana na slici 2.4. Ovakvim prikazom podataka i dalje je vidljivo povec´anje
stope zaposlenosti i pad stope kriminala (iako nisu tako drasticˇni), dok je kod usporedbe
primanja i dalje vidljiv rast.
(a) Infografika o zaposlenosti i kriminalu
(b) Medijan primanja obitelji iz elitnih opc´ina
Slika 2.4: Ispravak dijagrama
Primjer 2.1.4 (Interpretacija dijagrama).
Na slici 2.5 prikazana su tri razlicˇita dijagrama o broju prodanih proizvoda. Ucˇenici
rijecˇima opisuju sˇto mogu zakljucˇiti iz zadanih dijagrama o promjeni broja prodanih pro-
izvoda tijekom godina.
Ucˇenici c´e uocˇiti da iz prvog dijagrama zakljucˇujemo da prodaja raste. Taj dijagram je
stupcˇasti, a primjec´ujemo da su podaci grupirani u periode od 3 godine. U drugom dija-
gramu, takoder stupcˇastom, vidljivo je da je broj prodanih proizvoda relativno stabilan kroz
vrijeme, a vidljivi su i padovi prodaje, za razliku od prvog dijagrama. Iz trec´eg dijagrama
ne mozˇemo iscˇitati previsˇe podataka o broju prodanih proizvoda, no zakljucˇujemo da se
broj uvelike mijenja iz godine u godinu. Dijagram je linijski, na x-osi su godine, no na
y-osi ne vidimo podatke o kolicˇini prodanih proizvoda.
Zatim ucˇenici otvaraju radnu knjigu u Excelu (slika 2.6) s podacima na temelju kojih su
izradeni dijagrami. Radi se o samo jednom skupu podataka na temelju kojih su izradena sva
tri dijagrama. Ucˇenici trebaju napraviti stupcˇasti dijagram od zadanih podataka te otkriti
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Slika 2.5: Podaci o broju prodanih proizvoda
kako su izradeni dijagrami zadani u zadatku. Prvi dijagram dobit c´e grupiranjem podataka.
Drugi dijagram mogu izraditi tako da povec´aju maksimum na vertikalnoj osi. Trec´i dija-
gram je linijski, a da bismo ga replicirali, potrebno je povec´ati minimum na vertikalnoj osi
i ukloniti tu os kako podaci o broju prodanih proizvoda ne bi bili vidljivi. Linijski dijagram
na slici 2.5 izraden je tako da je minimum na vertikalnoj osi 1.0, a maksimum 1.6, te je
zatim ta os uklonjena iz prikaza.
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Slika 2.6: Podaci i stupcˇasti dijagram
2.2 Linearna veza
Nacionalnim okvirnim kurikulumom i prijedlogom Predmetnog kurikuluma za matematiku
predviden je ishod: Ucˇenik c´e prepoznati priblizˇnu linearnu vezu dviju varijabli, odrediti
njezine koeficijente te ju rabiti pri modeliranju. Uputa je pri obradivanju ovog gradiva
koristiti tehnologiju. Predmetnim se kurikulumom ([9]) predlazˇe da se ovaj ishod obradi
unutar jedinice o primjeni linearnih jednadzˇbi.
Primjer 2.2.1 (Linearna regresija - program Excel).
Zadana je tablica s podacima deset ucˇenika o postotku predanih domac´ih zadac´a tijekom
godine i uspjehu na zavrsˇnom ispitu. Koristec´i program MS Excel, potrebno je pronac´i
linearnu vezu izmedu ta dva skupa podataka, odrediti njene koeficijente i predvidjeti koliko
bi bodova imao ucˇenik koji je predao sve zadac´e. Potrebno je napraviti tocˇkasti grafikon
iz podataka, te odabiremo vrstu grafikona X Y (Scatter), a zatim dodajemo trazˇeni pravac
pomoc´u opcije Trendline. Uz pravac prikazat c´e se i njegova jednadzˇba, te R2, koeficijent
determinacije za ovaj model. Sˇto je taj koeficijent blizˇi broju 1, to je bolja povezanost
varijable x i y.
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Slika 2.7: Zadatak i rjesˇenje
Na slici 2.7 prikazan je zadatak i njegovo rjesˇenje. Za ucˇenike srednje sˇkole, ovakvim se
gradivom i zadacima mozˇe korelirati nastava matematike i informatike. Nakon sˇto ucˇenici
pronadu jednadzˇbu pravca, koja u ovom slucˇaju glasi y = 45.278x+45.83, mogu procijeniti
ili izracˇunati predvideni broj bodova ucˇenika koji je predao sve zadac´e. Uocˇimo, za ucˇenika
koji je predao sve zadac´e vrijedi x = 100% = 1. Uvrsˇtavanjem u jednadzˇbu dobivamo:
y = 45.278 + 45.83 = 91.108.
Dakle, za tog ucˇenika ocˇekujemo da c´e imati 91 bod na ispitu. S ucˇenicima je potrebno
diskutirati pouzdanost ovog modela. U nastavi prirodnih znanosti i psihologije potrebno je
procjenjivati vezu izmedu varijabli u pokusima, stoga je bitno koristiti tehnologiju kako bi
se pospjesˇilo razumijevanje i ubrzao proces pronalaska korelacije izmedu dviju varijabli.
2.3 Svijet u brojevima
U nastavi matematike mozˇe se koristiti i online alat kao sˇto je Gapminder, kako bi se po-
boljsˇala statisticˇka pismenost ucˇenika i znanje o statisticˇkim cˇinjenicama o svijetu (uspo-
redba prihoda, nataliteta, postotka sˇkolovanog stanovnisˇtva itd.). Ovakvim alatom mozˇemo
usporediti statisticˇke podatke kroz vrijeme i iz cijeloga svijeta, te korelirati nastavu statis-
tike u matematici, geografiju, politiku i gospodarstvo i druge predmete. Gapminder je
online alat za prikaz statisticˇkih podataka o svijetu ([11]). Izradila ga je sˇvedska udruga
Gapminder s ciljem promicanja cˇinjenicˇnog promisˇljanja o svijetu. U alatu su sadrzˇane
dostupne baze statisticˇkih podataka o gotovo svim zemljama na svijetu, te u podacima
mozˇemo pronalaziti odgovore stvaranjem grafikona.
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Na slikama 2.8 i 2.9 prikazani su grafikoni koji prikazuju drzˇave svijeta. Svaka je drzˇava
prikazana jednim krugom na grafikonu, a povrsˇina tog kruga predstavlja broj stanovnisˇtva.
Iz polozˇaja svake drzˇave na x-osi mozˇemo iscˇitati BDP po osobi (sˇto je prilagodeno s obzi-
rom na inflaciju za podatke iz prosˇlosti), a na y-osi mozˇemo vidjeti ocˇekivani zˇivotni vijek
za tu drzˇavu. Krugovi su obojeni razlicˇitim bojama koje predstavljaju razlicˇite regije svi-
jeta. Na dnu se nalazi klizacˇ kojim mozˇemo odrediti iz koje godine zˇelimo vidjeti podatke,
a mozˇemo vidjeti i animiranu promjenu podataka od 1800. godine do danas.
Slika 2.8: Podaci iz 1800. godine
Slika 2.9: Podaci iz 2018. godine
Za vjezˇbu, ucˇenici mogu istrazˇiti poziciju na grafikonu za 5 drzˇava i ukratko zakljucˇiti radi
li se o bogatoj drzˇavi sa dugovjecˇnim stanovnisˇtvom ili ne. Ucˇenici zatim mogu odgovoriti
na pitanja:
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• Uocˇavate li linearnu vezu dugovjecˇnosti i prihoda drzˇave?
• Koje boje prevladavaju u donjem desnom dijelu grafikona? Zasˇto? Sˇto znasˇ o tim
drzˇavama?
• Koje su drzˇave najdugovjecˇnije, a koje najbogatije?
• Koje su drzˇave s najvec´om populacijom? Gdje se one nalaze na grafikonu u odnosu
na druge drzˇave?
Dodatno, moguc´e je istrazˇiti razlicˇite vrste grafikona (slika 2.10) vezane za statisticˇke po-
datke, npr. grafikon koji prikazuje distribuciju prihoda, grafikon koji prikazuje podatke na
karti svijeta, zatim linijske i trakaste grafikone, ili demografsku piramidu. Grafikoni mogu
biti dobar materijal za ucˇitelja za osmisˇljavanje zadataka, a i za ucˇenike kako bi samostalno
istrazˇivali podatke.
Slika 2.10: Razlicˇiti grafikoni dostupni u alatu Gapminder
Primjer 2.3.1 (Linearne veze - istrazˇivanje).
Istrazˇite postoji li veza izmedu broja radnika u sektoru poljoprivrede i prihoda drzˇava.
Kako biste opisali tu vezu kroz godine? Koje su drzˇave protuprimjeri i zasˇto?
Ucˇenici na grafikonu mogu primijetiti vezu izmedu postotka radnika koji rade u poljo-
privredi i prihoda. Ucˇenici zatim mogu uocˇiti da neke drzˇave, kao sˇto su npr. Etiopija i
Palestina, odskacˇu od drugih, tj. nalaze se izvan grupe krugova na grafikonu. Za takve
drzˇave mogu, koristec´i znanje iz povijesti i geografije, zakljucˇiti zasˇto odskacˇu.
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Slika 2.11: Podaci o postotku radnika u poljoprivredi i primanjima - rjesˇenje
Primjer 2.3.2 (Primjeri zadataka i istrazˇivanja).
Ucˇenicima mozˇemo postaviti sljedec´a pitanja ([12]), a odgovore najprije moraju procije-
niti, a zatim i pronac´i odgovore na njih koristec´i alat:
• Kako se mijenjala populacija svijeta kroz vrijeme?
• Kako se mijenjao prosjecˇan broj rodene djece po zˇeni?
• Koliki je omjer populacije Azije i Afrike?
• Koliki je omjer populacije Azije i Europe?
• Koliki je postotak pismenih ljudi u svijetu?
• Istrazˇi vezu izmedu omjera djecˇaka i djevojcˇica u sˇkoli i prihoda u drzˇavi kroz go-
dine.
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Slika 2.12: Podaci o omjeru djecˇaka i djevojcˇica i primanjima 1985. - rjesˇenje
Slika 2.13: Podaci o omjeru djecˇaka i djevojcˇica i primanjima 2015. - rjesˇenje
Slijedi primjer rjesˇenja za zadnje pitanje na temelju grafikona na slikama 2.12 i 2.13. Prema
navedenim podacima mozˇemo zakljucˇiti da je u vec´ini drzˇava s visokim prihodom omjer
djevojcˇica i djecˇaka u sˇkolama priblizˇno 1. Sˇtovisˇe, za dva najvec´a kruga, odnosno dvije
drzˇave s najvisˇe stanovnisˇtva - Indiju i Kinu, zakljucˇujemo da su kroz godine postale boga-
tije, te da se navedeni omjer priblizˇio broju 1. No to ne znacˇi da postoji uzrocˇno-posljedicˇna
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veza izmedu te dvije varijable, moguc´e je da je neki drugi faktor uzrokovao promjene u te
dvije drzˇave.
2.4 Program TinkerPlots
TinkerPlots je program namijenjen ucˇenicima od osnovne sˇkole do fakulteta koji se primje-
njuje u nastavi matematike i statistike, te medupredmetnim podrucˇjima u kojima se koristi
statisticˇka analiza. Za korisˇtenje programa TinkerPlots nije potrebno nisˇta drugo osim ins-
talirati program. Ovaj program nije besplatan no relativno je povoljan za ustanove s visˇe
racˇunala.
Sam program sadrzˇi visˇe desetaka skupova podataka (preuzetih iz stvarnih izvora ili gene-
riranih i klasificiranih). Takoder sadrzˇi desetak demo programa iz kojih ucˇenici i nastavnici
mogu crpiti ideje za vlastita statisticˇka izvjesˇc´a, odnosno primjene u nastavi.
Na slici 2.14 prikazan je zanimljiv prikaz podataka preuzet iz programa koji ilustrira jednu
od moguc´nosti programa. Radi se o istrazˇivanju tezˇine ucˇenicˇkih ruksaka unutar jedne
sˇkole. Opisana je metoda prikupljanja podataka te cilj istrazˇivanja. Sam program dozvo-
ljava izbor izmedu mnogo razlicˇitih grafikona te su u zadatku prikazana tri rjesˇenja koja
potkrjepljuju zakljucˇak da stariji ucˇenici nose tezˇe torbe nego sˇto bi trebali, prema preporu-
kama strucˇnjaka. Svaki je dijagram opisan od strane ucˇenika te je obrazlozˇen zakljucˇak koji
je iz istog dobiven. Dodatno, rad je obogac´en fotografijama te preporukom za rjesˇavanje
problematike tesˇkih ruksaka. Na temelju rezultata, ucˇenici su pretpostavili da je tezˇina
ruksaka u korelaciji s kolicˇinom domac´e zadac´e i tezˇinom knjiga koje moraju koristiti, no
to je tek potrebno istrazˇiti.
Program TinkerPlots specificˇan je po tome sˇto za njegovo korisˇtenje nije potrebno predz-
nanje o izradi dijagrama, vec´ eksperimentiranjem s razlicˇitim dijagramima za prikaz istih
podataka doznajemo visˇe o samim podacima. Ucˇitelji mogu izraditi zadatke ili vjezˇbu na
temelju podataka koje sami unesu, ili koje c´e ucˇenici samostalno istrazˇiti ili na temelju
podataka koji su vec´ dostupni u programu. Podaci dostupni u programu odnose se uglav-
nom na slozˇene skupove podataka gdje je za mnogo slucˇajeva neke kategorije opisano visˇe
obiljezˇja prema kojima podatke mozˇemo analizirati. Ucˇenici u kratkom vremenu mogu iz-
mijeniti mnosˇtvo razlicˇitih prikaza za visˇe obiljezˇja. Naglasak nije na izradi samih prikaza
koliko na primjeni cjelokupne metode eksperimenta i prikazu podataka te interpretaciji re-
zultata statisticˇke analize. Vazˇno je naglasiti razliku izmedu ovakvog specijaliziranog pro-
grama i programa Excel. U programu Excel ucˇenici prvo moraju odabrati vrstu grafikona
kojim zˇele prikazati podatke, dok su u programu Tinkerplots slucˇajevi iz baze podataka
koju analiziramo odmah prikazani kao tocˇke (krugovi) na grafikonu, koje zatim prikazu-
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Slika 2.14: Analiza podataka o tezˇini ucˇenicˇkih ruksaka u sˇkoli
jemo u kategorijama, ovisno o obiljezˇjima koja zˇelimo kategorizirati.
Uz osnovnu poduku kroz materijale koji su dostupni u ovom programu, ucˇenici imaju alat
za izradu izvjesˇc´a pravog istrazˇivanja koje mogu i sami provesti. Tehnolosˇki gledano, sav
alat za izradu dijagrama im je dostupan na jednom mjestu, a iste mogu izradivati bez pret-
hodnog izradivanja istih na papiru.
Program TinkerPlots, kao i alat Gapminder zasad nisu dostupni na hrvatskom jeziku, pa
nisu primjenjivi u nastavi ako ucˇitelj i ucˇenici ne barataju dovoljno dobro engleskim jezi-
kom.
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2.5 Sustavne liste u programu MS Excel
Slijedi primjer racˇunanja vjerojatnosti dogadaja u igri na srec´u. Ucˇenicima je zadano da
osmisle igru na srec´u za visˇe igracˇa. Igracˇi trebaju baciti sˇesterostranu igrac´u kocku 3
puta i svaki puta zabiljezˇiti rezultat. Igracˇ osvaja nagradu ako dobiveni brojevi ispunjavaju
odredeni uvjet. Ovdje navodimo 3 primjera takvog uvjeta i nacˇin za utvrditi vjerojatnost
svakog od njih. Za vjezˇbu, ucˇenici mogu, pomoc´u sustavne liste u programu MS Excel,
odrediti vjerojatnost da c´e igracˇ pobijediti ako je za pobjedu potrebno dobiti tri broja tako
da:
• je troznamenkasti broj nastao ispisivanjem 3 dobivene slucˇajne znamenke zaredom
prost;
• je svaki dobiveni broj vec´i od prethodnoga;
• su tri dobivena broja uzastopna, u bilo kojem poretku.
Slika 2.15: Sustavna lista ishoda za tri bacanja obicˇne igrac´e kocke - pocˇetak
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Sustavnu listu ishoda izradujemo kako je prikazano na slici 2.15, dok je ostatak liste izraden
analogno. Znamo da u svakom bacanju postoji sˇest razlicˇitih ishoda, dok kod tri bacanja
postoji 6 · 6 · 6 = 216 razlicˇitih ishoda.
Za provjeru je li troznamenkasti broj, dobiven zapisivanjem triju dobivenih znamenki,
prost, jednostavno pronalazimo formulu na internetu, ako to nije formula koju bi ucˇenici
mogli sami osmisliti. Prije same provjere, potrebno je, u poseban stupac, zapisati tako do-
bivene troznamenkaste brojeve. Za utvrdivanje vjerojatnosti ovog ishoda, potrebno je uku-
pan broj pojavljivanja troznamenkastih brojeva sa zadanim svojstvom podijeliti s ukupnim
brojem razlicˇitih ishoda, tj. s 216. Formula, provjera i vjerojatnost prikazani su na slici
2.16.
Slika 2.16: Formula za provjeru je li broj prost
Na istoj slici mozˇemo vidjeti i provjeru i vjerojatnosti za preostala dva primjera. Zakljucˇak
je da, ako zˇelimo da igracˇ ima najmanju moguc´u sˇansu pobijediti, moramo odrediti da
svaki broj dobiven bacanjem kocke mora biti vec´i od prethodnoga. Ucˇenici mogu osmisliti
josˇ primjera s razlicˇitim uvjetima.
Potrebno je uocˇiti da sustavnom listom ishoda utvrdujemo teorijsku vjerojatnost odredenog
dogadaja. Teorijske smo vjerojatnosti u ovim slucˇajevima mogli pokusˇati i racˇunski odre-
diti. Navodimo primjer kako ucˇenici simulacijom slucˇajnih pokusa mogu izracˇunati empi-
rijsku vjerojatnost za navedene primjere.
POGLAVLJE 2. SREDNJA SˇKOLA 47
Vec´ navedenom naredbom RANDBETWEEN() simuliramo 10000 tisuc´a bacanja kockice.
Formule koje smo prethodno uveli ostaju iste, samo dodajemo po nekoliko c´elija kako
bismo provjerili kakvi su rezultati u prvih 10, 100, 1000 i u svih 10000 pokusˇaja. Rezultati
su prikazani na slici 2.17. Vidimo da je ovakvim pokusom za prvi primjer (dobivanje
prostog troznamenkastog broja) empirijska vjerojatnost znacˇajno vec´a za prvih 10, cˇak i
100 slucˇajnih pokusa.
Slika 2.17: Slucˇajni pokusi s bacanjem igrac´e kocke tri puta
2.6 Galtonova daska
2.6.1 Galtonova daska - uvod
U nastavi vjerojatnosti s ucˇenicima svih dobi izvode se pokusi. Bacanje novcˇic´a, izvlacˇenje
predmeta iz kutije, bacanje kocke najcˇesˇc´e se provode fizicˇki, a moguc´e ih je i simulirati
racˇunalom. Galtonova daska ili Galtonov eksperiment je binomni eksperiment. Potrebno
je na dasci konstruirati trokutastu mrezˇu kakva je prikazana na slici 2.18a.
Na svaku tocˇku u trokutastoj mrezˇi postavlja se cˇavlic´ ili slicˇna prepreka. Tako napravljena
daska postavi se vertikalno te se ispusˇta kuglica. Kuglica padajuc´i kroz svaki red prepreka,
nailaskom na prepreku, nastavlja padati lijevo ili desno od prepreke s vjerojatnosˇc´u 0.5 za
oba ishoda. Na taj nacˇin kuglica prolazi sve redove mrezˇe te izlazi iz mrezˇe na dnu, kroz
jedan od izlaza. Uocˇimo da tih izlaza ima onoliko koliko ima i redaka te da smo ispod
mrezˇe postavili pretince tako da kuglica nakon prolaska kroz mrezˇu upada u jedan od pre-
tinaca na dnu. Ponavljanjem ovog eksperimenta uocˇavamo razdiobu, tj. kuglica ne upada
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u svaki od pretinaca jednako cˇesto. Takoder, ucˇenici mogu provesti eksperiment s manje
redaka trokutaste mrezˇe, tako da ispuste kuglicu na nekom od nizˇih redaka konstrukcije.
No, naravno da ne mogu provesti eksperiment s visˇe redaka nego sˇto je iskonstruirano.
Pri provodenju eksperimenta vazˇno je uocˇiti da eventualne nepravilnosti u konstrukciji i
nepravilna pozicija daske mogu utjecati na ishode i razdiobu.
(a) Galtonova daska
(b) Igra ”Plinko” u emisiji ”The price is right”
([8])
Slika 2.18
Na mrezˇnim stranicama ”PhET” dostupna je simulacija Galtonove daske, pod imenom
”Plinko probability” ([10]). Ime dolazi od igre u televizijskoj emisiji, gdje natjecatelji
umec´u zˇeton u dasku na kojoj su postavljene prepreke kao na Galtonovoj dasci. U televi-
zijskoj igri Plinko, prikazanoj na slici 2.18b, mrezˇa je pravokutna, te igracˇi biraju gdje c´e
ubaciti zˇeton, tako primjenjujuc´i vjerojatnost u igri na srec´u. Ovisno o tome u kojem utoru
zavrsˇi zˇeton, osvajaju odredeni iznos novaca. U simulaciji igre na mrezˇnim stranicama
PhET radi se o trokutastoj mrezˇi.
Isti je model moguc´e konstruirati u Geogebri te je nizˇe u tekstu dan opis konstrukcije.
Izradivanje ovakvog modela rucˇno svakako ima svojih prednosti, no zbog potrebnog vre-
mena i ogranicˇenja u prilagodavanju i izmjeni modela tijekom izvodenja eksperimenta nije
efikasno i primjereno za svaki scenarij poucˇavanja. Izrada ovakvog modela u Geogebri, ili
kakvom slicˇnom alatu, vremenski nije zahtjevna za ucˇitelje i ucˇenike koji se njome znaju
sluzˇiti. Za za izradu je moguc´e koristiti i vodicˇ Sˇime Sˇuljic´a ([15]) u kojemu je opisan
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postupak, a moguc´e je iskoristiti i vec´ izradenu simulaciju ([4]).
2.6.2 Simulacija Galtonove daske - Plinko probability
Primjer 2.6.1 (Odredivanje vjerojatnosti pomoc´u simulacije Plinko Probability).
Slijedi primjer aktivnosti sa simulacijom Galtonove daske u PhET-u. Ucˇenici pokrec´u si-
mulaciju. Postoje verzije ”Intro” i ”Lab”. U ”Intro” verziji ucˇenici mogu upoznati plocˇu
i testirati bacanje loptice. U ovom radu korisˇtena je verzija ”Lab” (slika 2.19), u kojoj
postoje opcije za bacanje jedne ili visˇe loptica, vidljivost loptica i putanje, promjenu broja
redaka, te promjenu vjerojatnosti skretanja loptice, a mozˇemo vidjeti i teorijsku vjerojat-
nost, te ocˇekivanje (teorijsko i izracˇunato temeljem pokusa).
Slika 2.19: Simulacija
Ucˇenici prvo smanjuju broj redaka na 1 (slika 2.20) te zakljucˇuju da u tom slucˇaju postoje
dvije moguc´e putanje loptice. U ovoj simulaciji pocˇetni polozˇaj loptice je iznad cˇavlic´a
koji se nalazi u najvisˇem retku. Ako je broj redaka 1, imamo samo jedan cˇavlic´ te dva pre-
tinca na dnu. Ucˇenici zakljucˇuju da je vjerojatnost da c´e loptica pasti u svaki od pretinaca
jednaka 50%. Nakon odredenog broja bacˇenih loptica, empirijska je vjerojatnost za oba
dogadaja priblizˇna teorijskoj.
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Slika 2.20: Rezultat 111 bacanja s daskom s jednim retkom
Ucˇenici zatim povec´aju broj redaka za jedan te uocˇavaju da je vjerojatnost vec´a da c´e ku-
glica pasti u srednji pretinac nego u dva krajnja pretinca (slika 2.21). Potrebno je zakljucˇiti
da je to zato sˇto u prvi, kao i u zadnji pretinac, kuglica mozˇe doc´i na samo jedan nacˇin, dok
postoje dvije putanje za pad u srednji pretinac.
Vjerojatnosti mozˇemo i izracˇunati. Neka je Ln, odnosno Dn, lijevo, odnosno desno skre-
tanje loptice u n-tom retku (prvi je redak najvisˇi redak). Jasno je da su dogadaji koji se
odnose na razlicˇite retke nezavisni - skretanje loptice u prethodnim retcima ne utjecˇe na
skretanje loptice u danom retku. Jasno je da vrijedi: P(Ln) = P(Dn) = 0.5.
Nadalje, vrijedi:
• P(L1 ∩ L2) = P(L1) · P(L2) = 0.5 · 0.5 = 0.25 (u ovom slucˇaju loptica je u prvom
pretincu),
• P(L1 ∩ D2) = P(L1) · P(D2) = 0.5 · 0.5 = 0.25 (u ovom slucˇaju loptica je u drugom
pretincu),
• P(D1 ∩ L2) = P(D1) · P(L2) = 0.5 · 0.5 = 0.25 (u ovom slucˇaju loptica je u drugom
pretincu),
• P(D1 ∩ D2) = P(D1) · P(D2) = 0.5 · 0.5 = 0.25 (u ovom slucˇaju loptica je u trec´em
pretincu).
S obzirom na to da se radi o disjunktnim dogadajima, vrijedi:
P(loptica je u drugom pretincu) = 0.25 + 0.25 = 0.5.
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Slika 2.21: Rezultat 137 bacanja s daskom s dva retka
Na slici 2.22 prikazana je daska s 4 retka. Kako bi predocˇili sve moguc´e ishode bacanja
loptice, ucˇenici izraduju sustavnu listu ishoda u programu Excel. Lista je prikazana na slici
2.23. Oznake L i D oznacˇavaju skretanje lijevo, odnosno, desno u odredenom retku. Pre-
tinci su imenovani cijelim brojevima, tako da je pretinac nula u sredini. Koristec´i funkciju
COUNTIF, lako probrojavamo koliko je putanja koje vode do odredenog pretinca. Ukupan
broj putanja je 24 = 16.
Slika 2.22: Rezultat 967 bacanja s daskom s 4 retka
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Slika 2.23: Sustavna lista ishoda i broj ulazaka loptice u odredeni pretinac
Slijedi da c´e vjerojatnost da loptica zavrsˇi u nekom od pretinaca biti jednaka kolicˇniku
broja putanja koje vode do pretinca i ukupnog broja razlicˇitih putanja, sˇto racˇunamo kako
je prikazano na slici 2.24.
Slika 2.24: Vjerojatnosti
Primjer 2.6.2 (Binomna vjerojatnost i simulacija Plinko probability).
Uocˇimo da u simulatoru mozˇemo izmjenjivati vjerojatnost da c´e loptica pasti desno ili
lijevo od cˇavlic´a, sˇto je animirano rotiranjem plosnate povrsˇine cˇavlic´a. Na slici 2.25 pri-
kazan je primjer s daskom od 10 redova gdje je vjerojatnost da c´e loptica pasti udesno od
cˇavlic´a jednaka 0.7.
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Slika 2.25: Daska s 10 redova s vjerojatnosˇc´u pada udesno 0.7
Ucˇenici mogu odigrati igru na srec´u sa simulatorom. Ucˇenici igraju u paru. Svaki ucˇenik
svom protivniku zadaje broj redaka u simulatoru daske, te pretinac u kojeg loptica treba
upasti (iskljucˇujuc´i prvi i zadnji pretinac). Ucˇenik zatim bira vjerojatnost koju treba posta-
viti, te odigra 15 bacanja loptice. Za svaku lopticu koja upadne u zadani pretinac, dobiva 1
bod. Pobjednik je igracˇ koji prvi ostvari 30 bodova. Nakon igre slijedi diskusija o strategi-
jama i racˇunu koji su ucˇenici koristili u igri.
Ucˇenici uocˇavaju da bi prema empirijskoj vjerojatnosti loptica najvisˇe puta trebala upasti
u pretinac broj 7, ako namjestimo da je vjerojatnost skretanja loptice udesno jednaka 0.7,
a broj redaka je 10. Potrebno je isprobati razlicˇite brojeva redaka i razlicˇite vjerojatnosti
pada udesno.
2.6.3 Galtonova daska u programu Geogebra
Ovaj je zadatak prikladan za ucˇenike koji se bave programiranjem ili izradom animacija, ali
i za nastavnike koji u nastavi zˇele koristiti vlastite aplete izradene programom Geogebra.
Jedna od prednosti izrade modela na racˇunalu je moguc´nost rada s klizacˇima. Klizacˇi sluzˇe
kako bismo mijenjali parametre u zadanom problemu. U programu Geogebra, za ucˇitelje
i ucˇenike koji imaju iskustva s programiranjem, vrlo je jednostavan prelazak na korisˇtenje
Geogebrinih naredbi. Ako je u traku za unos u Geogebri unesena naredba koja sadrzˇi
ime neke nedefinirane varijable, Geogebra nudi izradu klizacˇa za tu varijablu. Varijabla
je pojam iz informatike i matematike koji je ponekim ucˇenicima tesˇko shvatljiv. Klizacˇ
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u Geogebrinom okruzˇenju je nesˇto sˇto je ucˇenicima ove generacije poznato i shvatljivo
jer koriste brojne klizacˇe na svojim mobilnim i kuc´anskim uredajima. Izrada klizacˇa te
namjesˇtanje njegovih postavki ucˇeniku c´e zorno predocˇiti ”variranje” varijable, odnosno
izmjenjivanje njene vrijednosti u odredenim granicama te za odreden korak.
Vazˇan je korak i imenovanje klizacˇa. U programiranju i u matematici, imena varijabli
odredujemo proizvoljno. Za iteratore ili argument funkcije vec´ postoje ustaljeni nacˇini
imenovanja, te se vazˇnost imenovanja i pravilnog oznacˇavanja ucˇenicima cˇesto naglasˇava.
Sve navedeno ilustrirano je sljedec´im primjerom za izradu jednostavnog pokusa.
Izradu zapocˇinjemo izradom same plocˇe. Umjesto cˇavlic´a koristit c´emo tocˇke te c´emo njih
razmjestiti na plocˇu. Vazˇna je razlika izmedu prethodno opisane simulacije ”Plinko proba-
bility” i simulacije u Geogebri ta da c´emo u Geogebri koristiti plocˇu koja u gornjem retku
ima dva cˇavlic´a, tj. dvije tocˇke, te je pocˇetni polozˇaj loptice izmedu te dvije tocˇke. Na taj
nacˇin c´e u simulaciji s n redaka biti n pretinaca.
Recimo da zˇelimo plocˇu s 5 redaka. U prvom c´e se retku odozgora nalaziti dvije tocˇke, u
drugom tri tocˇke, u trec´em cˇetiri itd. Mozˇemo dogovoriti da je razmak izmedu redova 1, te
da je razmak izmedu tocˇaka u jednom retku takoder 1. Tada ima smisla smjestiti tocˇke u
koordinatni sustav u Geogebri na nacˇin prikazan na slici 2.26.
Slika 2.26: Razmjesˇtaj tocˇaka
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Ako plocˇa ima 5 redaka, dvije tocˇke u najvisˇem retku imat c´e vrijednost ordinate 5. S
obzirom na to da razmak izmedu te dvije tocˇke treba iznositi 1, a prikaz je simetricˇan s
obzirom na y-os, apscise tih tocˇaka iznosit c´e −0.5 i 0.5. Tocˇke u najnizˇem retku imat c´e
vrijednost ordinate 1, a 6 tocˇaka u tom retku bit c´e razmaknute za 1 tako da im apscise idu
od −2.5 do 2.5. U tablici 2.1 prikazane su koordinate krajnjih tocˇaka u svakom retku.
Red Ordinata Apscisa lijeve tocˇke Apscisa desne tocˇke
1 5 -0.5 0.5
2 4 -1 1
3 3 -1.5 1.5
4 2 -2 2
5 1 -2.5 2.5
Tablica 2.1: Koordinate krajnjih lijevih i desnih tocˇaka u simulaciji s 5 redaka
Vazˇno je naglasiti da zˇelimo mijenjati broj redaka. S ucˇenicima je bitno prodiskutirati da
zˇelimo imati proizvoljan broj redaka, a ne fiksan broj 5, te koliki taj broj redaka mozˇe biti.
Nazovimo tu varijablu r.
Kako bismo prikazali zˇeljene tocˇke, potrebno je napraviti niz nizova. Ordinate tocˇaka su
od 1 do r. S obzirom na to da zˇelimo da su prve dvije tocˇke na ordinati r i razmaknute
za jednu jedinicu, postavljamo ih na tocˇke (-0.5, r) i (0.5, r). U najnizˇem retku imat c´emo
r + 1 tocˇaka, a razmak izmedu krajnje lijeve i krajnje desne tocˇke iznosit c´e r, stoga c´e
koordinate krajnje lijeve tocˇke biti (− r2 , 1) a krajnje desne tocˇke ( r2 , 1). U retku iznad, ordi-
nate tocˇaka povec´at c´e se za 1, a apscisa krajnje lijeve tocˇke c´e se povec´ati za 0.5, dok c´e
se apscisa krajnje desne smanjiti za 0.5.
Neka je zadani broj redova r. Apscisu tocˇke u mrezˇi c´emo opc´enito oznacˇiti s i, a ordinatu s
j. Dakle, j ide od 1 do r. Za j = 1, imamo da i ide od − r2 do r2 . Ostatak koordinata mozˇemo
iscˇitati iz tablice 2.2, gdje je navedena i formula kojom mozˇemo izraditi niz nizova koji c´e
konstruirati zˇeljene ”cˇavlic´e”.
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j Apscisa lijeve tocˇke Apscisa desne tocˇke
1 − r2 r2
2 − r2 + 0.5 r2 − 0.5
3 − r2 + 1 r2 − 1
4 − r2 + 1.5 r2 − 1.5
5 − r2 + 2 r2 − 2
... ... ...
j − r2 + 0.5 · ( j − 1) r2 − 0.5 · ( j − 1)
Tablica 2.2: Koordinate krajnjih lijevih i desnih tocˇaka u simulaciji s r redaka
Na temelju tih podataka mozˇemo zapisati formulu za apscise tocˇaka: za j ∈ {1, ...r}, apscise
tocˇaka su i = − r− j+12 , ..., r− j+12 . U Geogebri zadajemo niz naredbom
Niz(<izraz>, <varijabla>, <pocˇetna vrijednost>, <krajnja vrijednost>).
Varijablu j mozˇemo iterirati naredbom Niz(j, j, 1, r). No, ne zanima nas izraz j, vec´ za
svaki j zˇelimo niz tocˇaka s koordinatama (i, j) gdje i iteriramo na prethodno opisan nacˇin.
Stoga c´emo generirati sljedec´i niz:
Niz(Niz((i, j), i, (-(r - j + 1)) / 2, (r - j + 1) / 2), j, 1, r).
Slika 2.27: Izrada klizacˇa
S obzirom na to da naredba sadrzˇi varijablu r, program c´e trazˇiti izradu klizacˇa kako je
prikazano na slici 2.27. Zˇelimo da klizacˇ prvenstveno predstavlja prirodan broj, a po zˇelji
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biramo da broj redaka mozˇe biti od 2 do npr. 20 (ogranicˇava nas vidljivost i velicˇina ekrana).
Kako bi osigurali da je r prirodan broj, biramo da je korak povec´anja 1. Podesˇavanjem
vrijednosti varijable r na 5 dobivamo tocˇke prikazane na slici 2.28.
Slika 2.28: Tocˇke generirane naredbom Niz
Prije odredivanja putanje kuglice kroz prepreke, sjetimo se da je potrebno na neki nacˇin
prebrojavati koliko je kuglica zavrsˇilo u kojem pretincu. Kao i kod broja redaka, Geogebra
nam omoguc´ava fleksibilnost pri izradi prikaza. Zˇelimo li konstruirati pretince, sjetimo
se da samo trebamo napraviti pregrade, tj. duzˇine ispod svakog cˇavlic´a u donjem retku.
Pretinci mogu biti fiksne visine, no u ovom slucˇaju konstruirat c´emo pretince podesive vi-
sine kako bismo prikaz prebrojavanja mogli prilagoditi prema broju izvodenja pokusa. Za
koordinatu pretinca c´emo uzeti njegovu sredinu.
Neka je v varijabla kojom biramo visinu pretinaca koji c´e se nalaziti ispod mrezˇe. Pretince
mozˇemo smjestiti ispod x-osi, no tada c´emo prikaz morati povlacˇiti po ekranu ako ne bude
cijeli vidljiv u okviru. Zbog jednostavnosti prikaza, u ovom slucˇaju podesit c´emo da x-os
bude donja granica cijelog prikaza. Tada c´e se iznad osi apscise nalaziti pretinci visine v i
mrezˇa visine r, a to postizˇemo nizovima:
Cˇavlic´i = Niz(Niz((i, j + v), i, (-(r - j + 1)) / 2,
(r - j + 1) / 2), j, 1, r),
Pregrade = Niz(Duzˇina((i, 0), (i, v)), i, (-r) / 2, r / 2),
Pretinci = Niz(i, i, (-r) / 2 + 0.5, r / 2 - 0.5).
Sada trebamo simulirati padanje kuglica. U svakom c´emo pokusu unaprijed odrediti broj
kuglica koje ispusˇtamo kroz mrezˇu. Recimo da zˇelimo da m kuglica prode kroz mrezˇu.
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Tada svaka ta kuglica treba imati nasumicˇnu putanju. Svaka bacˇena kuglica nailazi na pre-
preku u svakom retku, izuzev prvoga. To znacˇi da u svakom nailasku na prepreku mora
nasumicˇno odlucˇiti hoc´e li se pomaknuti za 0.5 jedinica ulijevo ili udesno. Za generira-
nje tih nasumicˇnih odabira koristit c´emo matricu s m redaka, gdje svaki redak predstavlja
putanju jedne kuglice i r − 1 stupaca, gdje svaki stupac opisuje nailazak na prepreku u
odgovarajuc´em redu. Matricu c´emo generirati kao niz njenih redaka:
Odabir = Niz(Niz(SlucˇajniBrojIzmedu(0, 1) - 0.5, i, 1, r - 1), j, 1,
m).
Na slici 2.29 je vidljiva matrica generirana za cˇetiri kuglice i dasku od 10 redaka, te je
vidljivo u kojem c´e se smjeru kretati svaka od kuglica nailaskom na cˇavlic´ u svakom poje-
dinom retku.
Slika 2.29: Slucˇajan odabir pomaka za svaku od 4 kuglice
Konacˇno, putanju jedne kuglice mozˇemo opisati sljedec´im naredbama:
Pomak_x = Niz(Zbroj(Element(Odabir, n), i), i, 1, r - 1),
Putanja = Pripoji((0, r + v), Niz((Element(Pomak_x, i), r + v - i),
i, 1, r - 1)).
Niz Pomakx bit c´e niz zbrojeva prvih i elemenata n-tog retka matrice Odabir. Time do-
bivamo niz apscisa tocˇaka u kojima se n-ta kuglica nade tijekom prolaska kroz mrezˇu za
i = 1, ..., r−1. Broj n oznacˇava o kojoj se po redu od ukupno m kuglica radi. Putanja c´e biti
niz tocˇaka koje dobivamo od niza Pomakx i odgovarajuc´ih ordinata, s time da naredbom
Pripoji dodajemo pocˇetnu poziciju kuglice na pocˇetak niza. Time dobivamo sve tocˇke kroz
koje n-ta kuglica prolazi.
Time dobivamo prikaz kao na slici 2.30.
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Slika 2.30: Putanja jedne kuglice - primjer
Za odgovarajuc´i prikaz ishoda i njihovih frekvencija, moramo prebrojiti ishode i napraviti
listu odgovarajuc´ih frekvencija te istu prikazati stupcˇastim dijagramom. Koristimo naredbe
UvjetnoPrebrajanje i StupcˇastiDijagram:
Ishodi = Niz(Zbroj(Element(Odabir, i)), i, 1, m),
Frekvencije = Niz(UvjetnoPrebrajanje(x == i, Podskup(Ishodi, 1, n)), i,
(-r) / 2 + 0.5, r / 2 - 0.5),
Dijagram = StupcˇastiDijagram(Pretinci, 2 v / m Frekvencije, 0.5).
Niz Ishodi sadrzˇavat c´e niz apscisa krajnjih pozicija svake od m kuglica, a zatim u niz
Frekvencije zapisujemo koliko je kuglica zavrsˇilo na svakoj od tih pozicija. U formuli za
niz Frekvencije uzimamo samo podskup ishoda od 1 do n kako bi se u danom trenutku
prebrojile samo frekvencije za prvih n bacˇenih kuglica. Dijagram dodajemo tako da odre-
dimo da c´e biti pozicioniran u prethodno postavljenim pretincima, sa stupcima s visinama
dobivenim iz niza Frekvencije (podesˇeno prema visini prikaza v i broju bacˇenih kuglica m),
a sˇirinom 0.5 jedinica.
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Kako bismo postigli animaciju putanje jedne kuglice, potrebno je dodati josˇ jednu varija-
blu, koja c´e ”sˇetati” po elementima liste Putanja. To postizˇemo naredbom:
Element(putanja, t)
Podesˇavanjem animacija za klizacˇ t, te dodavanjem prikaza teorijske razdiobe, prikaza
frekvencija i zavrsˇnim podesˇavanjem rubnih slucˇajeva klizacˇa, dobivamo animaciju prika-
zanu na slici 2.31. Pokus sada mozˇemo izvoditi za proizvoljan broj redaka i bacanja.
Slika 2.31: Animacija padanja kuglica i ishoda
Ovakav je zadatak prikladan uglavnom za ucˇenike vjesˇte u programiranju i/ili radu s ala-
tima za dinamicˇku geometriju. U tom slucˇaju, mozˇe se izvesti putem projektne nastave ili
ucˇenicˇkog samostalnog rada. U redovnoj nastavi, ovakav program mozˇe se koristiti tako
da se program prebaci na ucˇenicˇka racˇunala kako bi sami izvodili pokus i uocˇili razdiobu.
Takoder, program mogu koristiti i na mrezˇi, kao Geogebra aplet.
Zakljucˇak
Naposljetku, vazˇno je zakljucˇiti da su nacˇini primjene tehnologije u nastavi vjerojatnosti i
statistike uistinu raznoliki. Vazˇan je aspekt i ucˇenicˇka motivacija koja je zasigurno potak-
nuta odgovarajuc´im korisˇtenjem racˇunala i drugih uredaja. Zabava i igra stvaraju pozitivne
emocije vezane uz zadatke i postupke, zbog cˇega isti dulje ostaju zapamc´eni. Cˇesto ucˇenici
nemaju dovoljno strpljenja i pazˇnje za rjesˇavanje zadataka gdje je potrebno puno racˇunati i
precizno crtati. Za one koji za to nemaju afiniteta, racˇunanje i crtanje predstavljaju muku,
te je manja vjerojatnost da c´e ucˇenik odrzˇati pazˇnju na nivou na kojem mozˇe donositi za-
kljucˇke na kraju izrade. Korisˇtenje tehnologije uz pravilno usmjeravanje ucˇenika osigurava
da ucˇenici razlicˇitih matematicˇkih sposobnosti dobiju rezultate relativno brzo te se mogu
fokusirati na interpretaciju i razumijevanje rijesˇenog zadatka. Nadalje, moderna zanimanja
ukljucˇuju korisˇtenje i primjenu tehnologije u vec´ini poslova. Rad vezan za vjerojatnost i
statistiku tesˇko je zamisliti bez racˇunala, jer sami racˇuni koji se koriste u ozbiljnije svrhe
ne izvode se rucˇno. Obrazovanje bi s razvojem tehnologije trebalo ic´i ukorak te pripre-
mati ucˇenike na realne situacije, a matematiku cˇiniti primjenjivom, gdje god je to moguc´e.
Takoder, jedna je od prednosti korisˇtenja racˇunala pojednostavljivanje pripreme nastave.
Uvjezˇbavajuc´i vjesˇtine korisˇtenja racˇunala, nastavnik dobiva mnogo izvora za zadatke, pro-
jekte, vizualizacije i animacije koje pomazˇu u poducˇavanju.
Neke sˇkole i dalje brane uporabu pametnih telefona i tableta u nastavi, dok su neke sˇkole
uvrstile rad s istima u redovnu nastavu i poticˇu ga. Ako se koriste sa svrhom i na ispravan
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Sazˇetak
U ovom radu predstavljeni su neki od nacˇina primjene racˇunala u nastavi vjerojatnosti i
statistike. Za ucˇenike nizˇih razreda opisano je nekoliko aktivnosti kojima se uvjezˇbava
prikazivati podatke koristec´i program Paint na zabavan nacˇin. Pritom se ubrzava proces
stvaranja dijagrama i ostavlja visˇe vremena za promisˇljanje i eksperimentiranje. Za ucˇenike
visˇih razreda osnovne sˇkole opisane su aktivnosti za uredaj Micro Bit te program MS Excel.
Za ucˇenike srednjih sˇkola naveden je primjer korisˇtenja alata Gapminder, programa MS
Excel, programa TinkerPlots i PhET simulacija za istrazˇivacˇku ili projektnu nastavu. Za
kraj, prikazana je izrada animacije pokusa Galtonova daska u programu Geogebra.
Summary
In this thesis we describe some possible implementations of use of computers for teaching
probability and statistics. For lower years of primary school, a few activities have been
outlined in which students practice data handling using the program Paint, speeding up
the graphing process and leaving time to experiment. For higher years students, possible
activities with the Micro Bit and program MS Excel have been described. TinkerPlots
software, Gapminder online tool, MS Excel software and PhET simulations are introduced
as a possible tool for exploratory or project activities for high school students. Finally,
the making of the animation of the Galton Board has been described using the program
Geogebra.
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